
ISTITUTO LOMBARDO
ACCADEMIA di SCIENZE e LETTERE

Rendiconti
CLASSE  DI  SCIENZE  MATEMATICHE
E  NATURALI

Vol. 150
(2016)

Istituto Lombardo di Scienze e Lettere

MILANO
pISSN 1974-6989
eISSN 2384-986X

R
EN

D
IC

O
N

T
I -

 C
L

A
SS

E 
 D

I  
SC

IE
N

Z
E 

M
AT

EM
AT

IC
H

E 
E 

N
AT

U
R

A
LI

 - 
15

0(
20

16
)

0_Rendiconti SCIENZE 150_dorso 16 mm.qxp_Layout 1  20/03/20  15:37  Pagina 1



0_Rendiconti SCIENZE 150_dorso 16 mm.qxp_Layout 1  20/03/20  15:37  Pagina 2



ISTITUTO LOMBARDO - ACCADEMIA di SCIENZE e LETTERE

RENDICONTI
CLASSE DI SCIENZE MATEMATICHE E NATURALI

Vol. 150
(2016)

Istituto Lombardo di Scienze e Lettere

MILANO

00_Rendiconti_SCIENZE_150_first.qxp_03 cerutti  20/03/20  13:37  Pagina 1



ISTITUTO LOMBARDO - ACCADEMIA DI SCIENZE E LETTERE

RENDICONTI

CLASSE DI SCIENZE MATEMATICHE E NATURALI

Responsabile scientifico
Carlo Domenico Pagani

Comitato di redazione
Silvio Beretta

Stefano Maiorana
Cinzia Bearzot

Carlo Domenico Pagani

Pubblicato con il contributo di
Politecnico di Milano

Università Cattolica del Sacro Cuore, Milano
Università Commerciale L. Bocconi, Milano
Università degli Studi dell’Insubria, Varese

Università degli Studi di Milano
Università degli Studi Milano-Bicocca

Università degli Studi di Pavia

pISSN 1974-6989
eISSN 2384-986X
Copyright 2020

PAGEPress Publications
via A. Cavagna Sangiuliani, 5
27100 Pavia, Italy
T. +39.0382.464340
F: +39.0382.34872

00_Rendiconti_SCIENZE_150_first.qxp_03 cerutti  20/03/20  13:37  Pagina 2



ENTANGLEMENT QUANTISTICO1

ALBERTO RIMINI (*)

Nota presentata dal m.e. Attilio Rigamonti
(Adunanza del 21 gennaio 2016)

SUNTO. – La memoria riguarda una presentazione essenzialmente di carattere didattico-
divulgativo, e a partire da principi primi, dello stato di entaglement di due particelle. Dopo
alcuni richiami di carattere generale sulla meccanica quantistica e sulle teorie fisiche, ci si
riferisce dapprima al caso di particella singola definendone stato, relazioni di incertezza e
funzione d’onda nello spazio degli stati. Si considerano successivamente il sistema di due
particelle e i suoi possibili stati, passando alla condizione di entanglement a partire dai
primi articoli di Einstein Podolsky Rosen e Schroedinger. Viene quindi dettagliatamente
descritto il problema della misurazione quantistica e il suo ruolo nello stato di entangle-
ment. Si descrivono infine la soluzione ortodossa e le conclusioni più significative. 

***
ABSTRACT. – This extended note deals with a pedagogical description of the entangled
state of two particles, starting from first principles. After some general remarks about
quantum mechanics and physical theories, the single particle case is discussed by
defining state, uncertainty relations and wave function in the state space. The system
of two particles is then considered, with its possible states, starting from the original
papers by Einstein Podolsky Rosen and by Schroedinger. The quantum measurement
problem is then introduced, together with its role in the entanglement state. Finally
the orthodox solution and the relevant conclusions are drawn. 

(*) Professore Emerito, Dipartimento di Fisica, Università di Pavia, Italia.
E-mail: info@istitutolombardo.it

1 Questa nota è basata sulla presentazione orale da parte di Alberto Rimini
(1937-2017) nell’adunanza del 21 gennaio 2016. La sua stesura è stata curata da Oreste
Nicrosini e Attilio Rigamonti, i quali hanno raccolto gli appunti originali, nella forma di
trasparenze proiettate, e li hanno opportunamente rielaborati. In questo lavoro partico-
lare cura è stata dedicata a mantenere il testo il più possibile fedele all’originale: allo
scopo, gli interventi effettuati sono stati limitati ad adattare la presentazione orale alla
forma di articolo scientifico di carattere divulgativo, e ad integrare la presentazione stessa
con alcune (poche) osservazioni esplicative. In particolare, è stato aggiunto un breve para-
grafo di conclusioni fedele, a quanto ricordano gli editori, al pensiero di Alberto. 

Istituto Lombardo (Rend. Scienze) 150, 3-14 (2016)Fisica
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LA MECCANICA QUANTISTICA

È la teoria fisica nata, tra il 1925 il 1926, per descrivere i sistemi
atomici. È tuttora usata, in una forma compatibile con la relatività spe-
ciale, in ambito atomico, molecolare, dei sistemi estesi e in ambito suba-
tomico.

La meccanica quantistica è sperimentalmente “verificata”, nel
senso che mai è risultata falsificata, in una grande varietà di campi nei
quali è ritenuta applicabile e in uno sterminato numero di esperimenti
e dispositivi tecnici.

Ne esistono varie formulazioni. Formulazioni diverse possono
essere del tutto equivalenti quanto alle previsioni, oppure differire in
modo quantitativamente non rilevabile (almeno attualmente).

Nell’esposizione che segue si farà riferimento alla formulazione
standard, quella introdotta dai padri fondatori, basata sulla cosiddetta
interpretazione di Copenhagen, comunemente esposta nei libri di testo
e insegnata nei corsi di studio universitari.

LO STATO NELLE TEORIE FISICHE

Il concetto di stato di un sistema riveste un’importanza fondamen-
tale in fisica. Lo stato di un sistema è la rappresentazione matematica
più esauriente, ammessa dalla teoria nel cui ambito è descritto il siste-
ma, delle proprietà non permanenti del sistema stesso.

In quanto rappresentazione delle proprietà non permanenti del
sistema, lo stato, in generale, dipende dal tempo. Il tipo di ente mate-
matico che rappresenta lo stato dipende sia dal tipo di sistema fisico
considerato che dalla teoria usata per descriverlo.

IL SISTEMA FISICO PIÙ SEMPLICE: UNA SINGOLA PARTICELLA

Nella meccanica razionale classica è detto punto materiale. Una
particella non è necessariamente un oggetto piccolissimo. È un sistema
che viene trattato come privo di qualsiasi struttura, privo anche della
pura e semplice estensione spaziale, quindi puntiforme.

Di norma, trattare un oggetto come una particella significa intro-
durne un modello (il più semplice possibile) accettando un certo livello

ALBERTO RIMINI4
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di approssimazione nella descrizione del sistema considerato. 
Un esempio: la dinamica del sistema solare può essere studiata

trattando i pianeti, i satelliti, gli asteroidi come particelle.

LO STATO DI UNA PARTICELLA

In meccanica classica – È costituito dalla posizione x, y, z = x e
dalla velocità vx, vy, vz = v della particella.

A un certo tempo, la posizione dice dove è la particella, la velocità
dice come si muove. In generale entrambe dipendono dal tempo. 

In meccanica quantistica – S’intende che la particella è ora micro-
scopica. Lo stato è costituito dalla funzione d’onda ψ(x). 

La funzione d’onda è una sorta di nuvoletta. La particella è sì
puntiforme, ma la sua posizione è distribuita (spalmata) come è indi-
cato dalla nuvoletta. È più probabile trovarla dove la nebbia è più
fitta, e ha meno probabilità di essere rinvenuta dove la nebbia è meno
fitta. La funzione d’onda e la conseguente nuvoletta dipendono dal
tempo. 

La particella è puntiforme ma la sua posizione è una nuvoletta!
Questo può apparire un’insensatezza. In realtà si può dare un significa-
to a quest’affermazione. Per ora accontentiamoci: in qualche senso la
funzione d’onda indica dove si trova la particella. 

Come si muove la particella? 
Il fatto è che la funzione d’onda ψ(x) è sì una nuvoletta ma è anche

molto di più. Tanto che genera una funzione sorella φ(v). La sorella è pur
essa una nuvoletta, la quale informa su come è distribuita la velocità della
particella, cioè come si muove la nuvoletta che descrive la posizione. La
sorella φ(v), come la funzione d’onda ψ(x), dipende dal tempo. 

CONFRONTI

Riassumendo: 
Meccanica classica – La posizione x e la velocità v sono due terne

di numeri che indicano senza incertezza dove si trova la particella e
come si muove. 

Meccanica quantistica – La funzione d’onda ψ(x) e la funzione
sorella φ(v) sono entrambe diffuse. 

ENTANGLEMENT QUANTISTICO 5
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Meccanica classica – Lo stato è costituito dalle due terne x e v e
queste (a un dato tempo) sono indipendenti l’una dall’altra. 

Meccanica quantistica – Lo stato è costituito dall’una ψ(x) o dal-
l’altra funzione φ(v), le quali si implicano a vicenda. 

Meccanica classica – L’evoluzione dello stato (la posizione e la
velocità) è deterministica ed è dettata dall’equazione di Newton. 

Meccanica quantistica – L’evoluzione dello stato (la funzione d’on-
da oppure sua sorella) è pure deterministica ed è dettata dall’equazione
di Schrödinger. 

LA RELAZIONE D’INCERTEZZA

In meccanica quantistica la posizione e la velocità sono entrambe
nuvolette. Si potrebbe tuttavia pensare di ridurre a nostro piacimento
l’estensione delle nuvolette fino a soddisfare la nostra repulsione per
l’incertezza.

Questo non è possibile, o meglio non è possibile per entrambe le
nuvolette. La relazione tra ψ(x) e φ(v) è tale che se noi riduciamo l’e-
stensione di una necessariamente aumenta l’estensione dell’altra: le
incertezze non possono essere entrambe ridotte ad libitum.

LO SPAZIO DEGLI STATI

Una funzione ψ(x) è una funzione d’onda, cioè costituisce uno
stato della particella, solo se soddisfa a certi requisiti.

Allora appartiene allo spazio degli stati della particella.
Per il seguito interessa solo una proprietà fondamentale dello spazio

degli stati. Se ψa(x) e ψb(x) sono due possibili stati della particella, anche
la somma o sovrapposizione ψ(x) = ψa(x) + ψb(x) è un possibile stato.

Una proprietà analoga vale per gli stati di ogni e qualsiasi sistema
quantistico.

IL SISTEMA DI DUE PARTICELLE E IL SUO STATO

Consideriamo ora un sistema appena un po’ più complicato, il
sistema costituito da due particelle. 

ALBERTO RIMINI6
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Diamo loro un nome, chiamiamole 1 e 2. 
In meccanica classica – L’estensione del concetto di stato al nuovo

sistema è del tutto naturale. lo stato di una particella è costituito dalla
posizione x e dalla velocità v, lo stato di due particelle è costituito dalle
posizioni e dalle velocità di entrambe, x1, v1, x2, v2. 

In meccanica quantistica – Di nuovo l’estensione del concetto di
stato è del tutto naturale. lo stato di una particella è costituito dalla fun-
zione d’onda ψ(x), lo stato di due particelle è costituito dalla funzione
d’onda ψ(x1, x2). Anche ψ(x1, x2) è una nuvoletta, una nuvoletta nello
spazio delle posizioni delle due particelle (a 6 dimensioni). Indica come
è distribuita la coppia x1, x2 delle loro posizioni. 

STATI DELLE DUE PARTICELLE E STATO DEL SISTEMA
DI DUE PARTICELLE

In meccanica classica – Se gli stati di due particelle sono x1, v1 e x2,
v2, lo stato del sistema delle due particelle è x1, v1, x2, v2, e viceversa. 

In meccanica quantistica – Se gli stati di due particelle sono ψ(x1) e
ψ(x2), lo stato del sistema delle due particelle è il prodotto ψ(x1, x2) = ψ(x1)
ψ(x2). Ma, in generale, a uno stato ψ(x1, x2) di un sistema di due particelle
non corrispondono stati definiti delle due particelle. Il motivo per cui in
meccanica quantistica succede questo è semplice: in generale una funzione
di x1 e x2 non è il prodotto di una funzione di x1 e una funzione di x2. 

Ad esempio ψ(x1, x2) = ψa(x1) ψb(x2) + ψc(x1) ψd(x2) ≠ ψe(x1) ψf(x2)
(a meno che non si verifichino condizioni particolari). Allora lo stato
ψ(x1, x2) è entangled, nel senso che mentre le due particelle come un
tutto si trovano in uno stato definito ψ(x1, x2), ciascuna di esse indivi-
dualmente prese non si trova in uno stato definito; le due particelle
sono in un certo senso “intrecciate”. 

Questa situazione non è eccezionale, priva di interesse pratico. Al
contrario è piuttosto comune. 

STATO DEL SISTEMA DELLE DUE PARTICELLE E STATI
DELLE DUE PARTICELLE

Un esempio quantistico – Due particelle, siano 1 e 2, si muovono
nello spazio; siano x1 e x2 le loro coordinate. 

ENTANGLEMENT QUANTISTICO 7
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Come possiamo descrivere il sistema? 
Il sistema come un tutto si muove nello spazio e come tale è in uno

stato definito. Esso ha una sua struttura interna e come tale è in uno
stato definito. 

La funzione d’onda ψ(x1, x2) è il prodotto di una funzione d’onda
Φ(X) che descrive il movimento delle due particelle nello spazio, X
essendo la coordinata del loro centro di massa, e di una funzione d’on-
da (x) che descrive il suo stato interno, x essendo la coordinata relativa
delle due particelle: ψ(x1, x2) = Φ(X) (x). 

Tuttavia, in generale, Φ(X) (x) ≠ ψ1(x1) ψ2(x2), cosicché le due par-
ticelle come un tutto si trovano in uno stato ben definito, mentre ciascu-
na di esse no. 

Un esempio classico – Trattiamo, con la meccanica classica, il solo
sistema terra-luna. Anche in questo caso conviene trattare il sistema per
mezzo della posizione del centro di massa del sistema terra-luna X,
della posizione relativa della luna rispetto alla terra x e delle corrispon-
denti velocità V e v. Ma, a differenza che in meccanica quantistica,
istante per istante i valori di X, V e x, v determinano valori corrispon-
denti di xterra, vterra e xluna, vluna, cioè gli stati della terra e della luna sepa-
ratamente presi. 

Torniamo al caso delle due particelle microscopiche. È un caso di
entanglement, le singole particelle non sono in stati definiti. La circo-
stanza non è sconvolgente. Il sistema è un tutt’uno, che ha una sua iden-
tità come tale, il fatto che le due particelle perdano in qualche senso la
loro identità ci appare quasi naturale. 

Ma esistono due tipi di situazione in cui al contrario l’entangle-
ment è difficile da accettare.

ENTANGLEMENT PROBLEMATICI

Nel 1935, a dieci anni di distanza dall’introduzione della mecca-
nica quantistica, uscirono due articoli che evidenziavano certi aspetti
“paradossali” o almeno sorprendenti dell’entanglement quantistico. 

Uno dei due articoli, di Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan
Rosen, discuteva gli aspetti sorprendenti dell’entanglement tra oggetti
lontani, aspetti ora noti come “paradosso” EPR. 

Nell’altro articolo, firmato da Erwin Schrödinger, si mostrava
come dar luogo a uno stato entangled tra un oggetto microscopico e

ALBERTO RIMINI8
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uno macroscopico, un gatto. In questo secondo caso, il coinvolgimento
di un essere vivente, il gatto di Schrödinger, esaltava l’inconcepibilità del
risultato.

MISURAZIONE

A questo punto dobbiamo fare una digressione per descrivere un
elemento imprescindibile dell’apparato formale della meccanica quan-
tistica. 

Secondo i principi della meccanica quantistica standard le misu-
razioni eseguite sul sistema considerato sono processi di natura speciale
per i quali valgono regole speciali. 

Un esempio semplice ma paradigmatico. Un rivelatore accerta se
la particella studiata è dentro un certo volume o no. 

Entrambi i risultati sono possibili: 
“in” – la particella è dentro, 
“out” – la particella non è dentro, cioè è fuori. 

Solo se la nuvoletta è tutta dentro o tutta fuori, il risultato è cer-
tamente “in” o “out”. 

Ma che cosa succede allo stato in conseguenza della misurazione? 

ENTANGLEMENT QUANTISTICO 9
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La funzione d’onda viene ridotta dalla misurazione. In corrispon-
denza della misurazione emerge il carattere non deterministico, proba-
bilistico della meccanica quantistica, sia per quanto riguarda il valore
della grandezza misurata, sia per quanto riguarda la corrispondente
evoluzione, la riduzione. 

ENTANGLEMENT – IL PARADOSSO EPR

Una molecola biatomica è un sistema di due particelle, i due
atomi. La sua funzione ha la forma 

Φ(X) (x) 
dove i simboli sono già stati illustrati in precedenza. 

Lo stato interno della molecola non è unico, in generale ne esisto-
no molti, consideriamone due, a(x) e b(x). 

Per illustrare l’ entanglement EPR ci servono due molecole, di
nome 1 e 2. 

Gli stati possibili della molecola 1 sono 
Φ1(X1) a(x1) e Φ1(X1) b(x1), 

quelli della molecola 2 sono 
Φ2(X2) a(x2) e Φ2(X2) b(x2). 

Considerando il sistema costituito dalle due molecole, una qui e
l’altra là, stati possibili sono

(Φqui(X1) a(x1)) (Φlà(X2) b(x2)) = (Φqui(X1) Φlà(X2)) ( a(x1) b(x2)), 
(Φqui(X1) b(x1)) (Φlà(X2) a(x2)) = (Φqui(X1) Φlà(X2)) ( b(x1) a(x2)). 
Ma lo stato può anche essere 

(Φqui(X1) Φlà(X2)) ( a(x1) b(x2) + b(x1) a(x2)). 
E qui appaiono elementi di disagio. 
Ciò che preoccupava Einstein, Podolsky e Rosen è quanto segue.

Misuriamo lo stato interno della molecola 1, quella che si trova qui.
Sono possibili due risultati: 
- la molecola 1 è nello stato interno a(x1) oppure 
- la molecola 1 è nello stato interno b(x1). 

Supponiamo che il risultato sia a(x1). Che cosa succede? Ha luogo
la riduzione, cioè 
(Φqui(X1) Φlà(X2)) ( a(x1) b(x2) + b(x1) a(x2)) à Φqui(X1) Φlà(X2) a(x1) b(x2)

Abbiamo agito a distanza sullo stato interno della molecola 2.
Secondo i tre di EPR questa azione a distanza, questa non-località, è
inconcepibile, non può sussistere. Quindi lo stato del sistema non può

ALBERTO RIMINI10
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essere costituito dalla sola funzione d’onda, devono esistere delle varia-
bili addizionali che determinano sia il risultato della misurazione sulla
molecola 1, sia ciò che avviene alle due molecole. 

La ricerca negli anni successivi (basata sulla disuguaglianza di Bell
e sulla sua analisi sperimentale) ha mostrato che è effettivamente possi-
bile sostituire alla meccanica quantistica standard una meccanica quan-
tistica deterministica in cui lo stato è costituito dalla funzione d’onda
più opportune variabili addizionali. Ma queste variabili addizionali
hanno necessariamente comportamenti non-locali. In questo senso si
può sostenere che anche Einstein sbagliava. 

ENTANGLEMENT – IL GATTO DI SCHRÖDINGER

Torniamo alla descrizione della misurazione della posizione di
una particella secondo la meccanica quantistica standard. 

Si possono fare due considerazioni, tra di loro connesse. La prima
è che la misurazione è descritta come una situazione speciale, nella quale
si verifica una rottura dell’evoluzione ordinaria. La seconda è che l’ap-
parato misuratore non entra nella descrizione, esso deve esistere e pale-
sare il risultato, ma è solo lo stato della particella che viene descritto,
ψ(x) prima, ψin(x) o ψout(x) dopo. 

Sorge spontanea l’idea di 
• includere l’apparato nella descrizione, 
• trattare il sistema “particella microscopica più apparato” secondo le

regole ordinarie, 
• riottenere in questo modo le regole speciali della formulazione

standard. 
In realtà cosa è l’apparato? È un sistema molto complesso, che

ENTANGLEMENT QUANTISTICO 11
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certamente deve contenere un indicatore macroscopico, i cui diversi stati
mostrino agli umani il risultato della misurazione. 

Caratteristiche essenziali di un apparato misuratore sono 
• una parte, di regola microscopica, interagisce con il sistema micro-

scopico misurato, 
• la modificazione della parte microscopica scatena un processo di

amplificazione, 
• la modificazione amplificata provoca un mutamento dello stato

dell’indicatore.
La seguente figura illustra la situazione: 

Se dunque si descrive il sistema particella più apparato secondo la
meccanica quantistica, il suo stato è soggetto alla seguente evoluzione: 

(ψin(x) + ψout(x))[a(…)…ψgiù
paletta(…)] →

ψin(x) [b(…)…ψsu
paletta(…)] + ψout(x) [a(…)…ψgiù

paletta(…)] , 
ψgiù

paletta(…) e ψsu
paletta(…) rappresentano lo stato dell’indicatore (paletta

su o giù rispettivamente), e a(…) e b(…) rappresentano gli stati di parti
intermedie dell’apparato di misurazione. 

Dunque il risultato che si ottiene applicando la sola evoluzione
quantistica al sistema che includa l’apparato di misurazione non corri-
sponde a quanto prevede la teoria standard e appare incomprensibile,
essendo la sovrapposizione di stati macroscopicamente diversi dell’in-
dicatore. 

Schrödinger rese particolarmente evidente il carattere paradossa-
le dello stato entangled che viene a crearsi in seguito alla misurazione
immaginando la seguente situazione. Si supponga che all’interno del
volume in cui si accerta la presenza della particella, o meno, sia presente
un gatto; si supponga inoltre che quando la particella viene trovata in,
un dispositivo diffonda nel volume un gas venefico che uccide il gatto;
allora l’evoluzione quantistica dello stato del sistema “particella +… +
gatto” è data da 

ALBERTO RIMINI12
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(ψin(x) + ψout(x))[a(…)…ψvivo
gatto(…)] →

ψin(x) [b(…)…ψmorto
gatto(…)] + ψout(x) [a(…)…ψvivo

gatto(…)], 
cioè uno stato in cui il povero gatto è in una sovrapposizione di gatto
vivo e gatto morto. 

LA SOLUZIONE ORTODOSSA

A questo punto l’interpretazione standard taglia la testa al toro. I
“gradi di libertà” su o giù della paletta o morto o vivo del gatto per il
loro carattere macroscopico sono classici. Come tali essi sono necessa-
riamente sempre in uno stato definito. 

Pertanto ha luogo la riduzione
ψin(x) b(…)…ψmorto

gatto(…) + ψout(x) a(…)…ψvivo
gatto(…) 

ψin(x) b(…)…ψmorto
gatto(…) se il risultato è in, 

→
ψout(x) a(…)…ψvivo

gatto(…) se il risultato è out. 

CONCLUSIONI

L’entanglement, cioè l’esistenza di stati quantistici di sistemi com-
posti tali per cui esistano proprietà globali ma non proprietà individuali
dei componenti, è una delle caratteristiche più sorprendenti della mec-
canica quantistica. Lungi dall’essere una situazione particolare, di scar-
sa rilevanza pratica, al contrario esso è una situazione piuttosto comu-
ne. Mentre l’entanglement di particelle microscopiche su distanze
microscopiche appare come in un certo senso naturale, quando si abbia
a che fare o con entanglement di particelle microscopiche su grandi
distanze o con entanglement di sistemi microscopici e macroscopici
compaiono aspetti paradossali. 

La prima delle due situazioni ha dato origine al cosiddetto para-
dosso EPR: secondo gli estensori di questa linea di pensiero la mecca-
nica quantistica non sarebbe una teoria completa, nel senso che devono
esistere variabili addizionali, dette variabili nascoste, che predetermina-
no il risultato delle misurazioni. L’intensa attività di ricerca su questo
argomento (basata sulla disuguaglianza di Bell e sulle successive analisi
sperimentali di Aspect e altri) ha evidenziato che un eventuale comple-
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tamento della meccanica quantistica mediante una teoria a variabili
nascoste non è possibile se queste ultime sono locali: in questo senso
Einstein e collaboratori sbagliavano, una visione del mondo contempo-
raneamente realista, deterministica e locale non è sostenibile. 

La seconda delle due situazioni mette in evidenza come la misu-
razione abbia un ruolo speciale: se la soluzione al problema sia l’inter-
pretazione ortodossa della meccanica quantistica, con il collasso della
funzione d’onda all’atto della misurazione, o altre possibili interpreta-
zioni/estensioni della meccanica quantistica stessa, è argomento di viva-
ce ricerca scientifica contemporanea. 

ALBERTO RIMINI14
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LO STATO ATTUALE DEI GHIACCIAI ITALIANI
E LA LORO RECENTE EVOLUZIONE

RISULTATI DI UN NUOVO INVENTARIO

CLAUDIO SMIRAGLIA (*) e GUGLIELMINA ADELE DIOLAIUTI (**), et al.#

Nota presentata dal m.e. Giuseppe Orombelli
(Adunanza del 4 febbraio 2016)

SUNTO. – I ghiacciai montani rappresentano non solo un’importante risorsa idrica e
paesaggistica, ma con la loro recente evoluzione sono divenuti presso l’opinione pub-
blica la testimonianza più evidente dei cambiamenti climatici in atto. Uno strumento
fondamentale per descrivere e gestire l’ambiente glacializzato di alta montagna e per
valutarne le trasformazioni è sicuramente la preparazione di un inventario o catasto
dei ghiacciai esistenti che ne quantifichi caratteristiche ed evoluzione. Il nostro Paese
ha una grande tradizione in questo settore. Fu infatti il primo a dotarsi alla metà del
secolo scorso di un inventario dei ghiacciai, prodotto dal Comitato Glaciologico
Italiano e del CNR, che evidenziò una superficie glaciale di circa 530 km2. Un recente
progetto, coordinato dall’Università Statale di Milano, con il supporto di enti privati
e la collaborazione del Comitato EvK2CNR e del Comitato Glaciologico Italiano, ha
portato alla preparazione del Nuovo Catasto dei Ghiacciai Italiani, un atlante nazio-
nale prodotto sulla base dell’analisi di ortofoto a colori ad alta definizione acquisite
nel periodo 2005-2011. Nel Nuovo Catasto dei Ghiacciai Italiani vengono descritti
903 ghiacciai estesi complessivamente su un’area di 370 km2. La maggior parte della
superficie glaciale è localizzata in Valle d’Aosta (36.15% del totale), in Lombardia e
in Alto Adige. L’84% dei ghiacciai (per numero) è rappresentato da apparati di
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dimensioni minori di 0.5 km2 che insieme coprono il 21% della superficie totale.
Ghiacciai più estesi di 1 km2 sono solo il 9.4% del numero complessivo, ma coprono
il 67.8% dell’area glaciale nazionale. Un confronto tra i dati riportati nel Nuovo
Catasto dei Ghiacciai Italiani e quanto pubblicato nel Catasto CGI-CNR (1959-1962)
indica una riduzione della superficie glaciale nazionale del 30%; se si considera il
Catasto Glaciale Internazionale (World Glacier Inventory o WGI), pubblicato alla
fine degli anni ’80 e che descrive 1381 ghiacciai estesi su un’area di 609 km2, ne risulta
una perdita di 478 apparati ed una contrazione areale di 239 km2 (-39%). Questa
riduzione ha portato a importanti e rapide modifiche del paesaggio dell’alta monta-
gna, in particolare alla frammentazione dei ghiacciai, all’incremento delle aree sco-
perte dal ghiaccio, alla formazione di numerosi laghi proglaciali, allo sviluppo della
vegetazione pioniera.

***
ABSTRACT. – Mountain glaciers represent an important hydrological and touristic
resource, and their recent evolution provides a dramatic evidence of climate change for
the general public. Glacier inventories, quantifying glacier characteristics and evolu-
tion, are an important tool to describe and manage high mountain glacier environments
and Italy has developed a long tradition in this sector. Our country was the first to pro-
vide itself with a glacier inventory, compiled by Comitato Glaciologico Italiano and
CNR, showing a glacier surface of 530 km2. A recent project, coordinated by Università
Statale di Milano with the support of private bodies and the cooperation of Comitato
EvK2CNR and Comitato Glaciologico Italiano, led to the development of the new
Italian Glacier Inventory, a national atlas produced from the analysis of color orthopho-
tos at high resolution acquired between 2005 and 2011. The New Italian Glacier
Inventory lists 903 glaciers, covering an area of 370 km2. The largest part of glacier area
is located in Val d’Aosta (36.15% of the total), followed by Lombardia and South Tyrol.
84% of glaciers (considering the number of glaciers) have an area lower than 0.5 km2

and jointly account for 21% of the total glacier surface. Glaciers larger than 1 Km2

make up 9.4% of the total number, but cover 67.8% of the total glacier area. The com-
parison between data from the New Italian Glacier Inventory and the CGI-CNR inven-
tory (1959-1962) shows a 30% reduction in glacier area in Italy; considering instead the
World Glacier Inventory or WGI, published at the end of the ‘80s, which reported
1381 glaciers and an area of 609 km2, glacier loss sums up to 478 glaciers and an area
of 239 km2 (-39%). This shrinkage has led to rapid and significant changes to high
mountain landscapes, notably glacier fragmentation, an increase in deglaciated areas,
the formation of proglacial lakes and the development of pioneer vegetation.

LO STUDIO DEI GHIACCIAI ALPINI

I ghiacciai non polari (“locali” o mountain glacier) costituiscono
una ridottissima parte della criosfera terrestre. La quasi totalità di
superficie e volume del ghiaccio terrestre è infatti concentrata nelle
gigantesche calotte polari, in particolare in Antartide, che copre oltre

CLAUDIO SMIRAGLIA, GUGLIELMINA ADELE DIOLAIUTI, et al.16
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l’89% del volume globale [1, 2]. I ghiacciai situati sulle catene mon-
tuose raccolgono meno dell’1% del volume del ghiaccio terrestre con
una superficie di circa 0,5 x 106 km2. Sulle Alpi la superficie comples-
siva è evidentemente molto minore (poco più di 2000 km2) [3], quindi
praticamente insignificante a livello statistico rispetto alla criosfera
totale. Il loro significato, e quindi anche il senso del loro studio, tra-
scendono tuttavia le limitate dimensioni. I ghiacciai alpini nella loro
evoluzione recente e in corso sono infatti entrati nella percezione
comune come la più evidente ed avvertibile testimonianza dei cambia-
menti climatici in atto. Le fotografie che mostrano impietosamente la
riduzione e talora l’estinzione dei ghiacciai alpini con le conseguenti
intense trasformazioni del paesaggio alpino, sono divenute negli ulti-
mi anni il simbolo più diffuso nei mezzi di comunicazione degli effetti
del global change. A questi aspetti si aggiungono tuttavia altre motiva-
zioni importanti che spingono allo studio della criosfera. Fra queste
va sottolineato che i ghiacciai alpini rappresentano anche una impor-
tante risorsa idrica ed energetica. Importante non certo a livello quan-
titativo (a fronte di un afflusso medio annuo per il bacino del Po di
circa 77 miliardi di m3, la riserva idrica totale dei ghiacciai padani è
stimabile in circa 13 milioni di m3 con un afflusso medio annuo di
circa 360 milioni di m3), ma piuttosto a livello strategico. Si tratta
infatti di una risorsa modesta, ma essenziale durante le estati più sic-
citose. A ciò si aggiungono fattori di polarizzazione turistica e paesag-
gistica, che fanno dei ghiacciai alpini e delle aree contermini siti di
elevata frequentazione turistica e sportiva. A questo proposito va
ricordato che uno dei più recenti fattori di interesse applicativo di
questo tipo di studio è rappresentato dall’incremento del rischio nella
frequentazione delle aree di alta montagna glacializzata o recentemen-
te deglaciata, sia a livello strettamente alpinistico sia soprattutto a
livello di escursionismo o turismo in senso generale. Nata a fine
Settecento nell’Europa illuministica ad opera dei primi naturalisti
come De Saussure, la scienza dei ghiacciai (glaciologia) ha seguito in
duecento anni la rapidissima evoluzione delle scienze, divenendo oggi
una disciplina prevalentemente quantitativa, basata su metodi e tecni-
che delle scienze di base come la fisica e la chimica. Al contempo tut-
tavia l’esigenza di nuovi paradigmi che aprano ad una lettura e ad
un’analisi integrata dell’ambiente, spingono oggi al recupero nello
studio dei ghiacciai di aspetti anche storici, umanistici ed economici
(Figg. 1-2). 
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Fig. 1 – Alta montagna e ghiacciai: l’impressione idilliaca e romantica.
Il Ghiacciaio dei Forni in alta Valtellina (foto C. Smiraglia, Agosto 2017).

Fig. 2 – Un’impressione più realistica del settore inferiore del ghiacciaio:
il “teschio” dei Forni (foto da drone UNIMI-Levissima-Agricola 2000, 2013).

I METODI PER LO STUDIO DEI GHIACCIAI

Sulla spinta di questi elementi di interesse e soprattutto delle rapi-
dissime trasformazioni dell’oggetto di studio, i metodi di analisi del gla-
cialismo hanno subito una vera e propria rivoluzione metodologica e
strumentale nell’arco di pochi decenni [4]. Si è infatti dapprima passati
dai rilievi sistematici delle variazioni delle fronti glaciali (misure di varia-
zione di lunghezza) alle misure di variazione di spessore (bilanci di massa)
che ormai contano serie più che secolari nel primo caso e pluridecennali
nel secondo. Una consapevolezza essenziale delle prime commissioni
nazionali per il monitoraggio dei ghiacciai (la prima fu fondata in Svizzera
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nel 1893) fu infatti l’importanza della continuità temporale delle misure.
Queste tipologie di misure proseguono infatti tutt’oggi, seppur con stru-
menti topografici molto più sofisticati (ai primitivi teodoliti e alle bussole
e bindelle si sono infatti sostituiti, o meglio aggiunti, GPS e laser scanner)
(Fig. 3). Soprattutto si è enormemente accentuata la potenza di calcolo,
che ha favorito lo sviluppo della modellistica, il tutto accompagnato dallo
sviluppo degli strumenti geofisici (dalle prime prospezioni sismiche per
la misura degli spessori dei ghiacciai si è passati a quelle con georadar) e
anche meteorologici (con stazioni meteorologiche automatiche collocate
sulla superfice dei ghiacciai (Fig. 4). La maggiore rivoluzione strumentale
è forse quella legata allo sviluppo del telerilevamento, basato sulla ripresa,
elaborazione e interpretazione di immagini da terra e soprattutto da
aereo e da satellite, nonché recentemente anche da droni [5].

Fig. 3 – Rilievi con laser scanner presso la fronte del Ghiacciaio del Lys (Monte Rosa)
(foto C. Smiraglia, 2017).

Fig. 4 – Stazione meteorologica automatica (AWS) collocata sulla superficie
del Ghiacciaio dei Forni (foto C. Smiraglia, 2013).
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Con queste strumentazioni è possibile ottenere da un lato infor-
mazioni quantitative sul glacialismo di aree vastissime (interi gruppi
montuosi) e spesso non facilmente accessibili, dall’altro disporre di
dati con altissimo dettaglio e altissima accuratezza (Fig. 5).

Fig. 5 – Variazioni del Ghiacciaio dei Forni fra il 2007 e il 2015
(elaborazione D. Maragno su base ortofoto 2007 Regione Lombardia:

TerraItaly-Compagnia Generale Ripreseaeree S.p.A.).

In Italia gli studi glaciologici iniziarono ufficialmente verso la fine
dell’Ottocento con la fondazione nel 1895 della Commissione
Glaciologica nell’ambito del Club Alpino Italiano che raccolse i mag-
giori studiosi del settore e diede il via a rilievi sistematici alle fronti di
numerosi ghiacciai del versante meridionale delle Alpi. Nel 1913 la
commissione si trasformò nel Comitato Glaciologico Italiano (CGI),
ente che tuttora coordina questo tipo di ricerche e promuove la diffu-
sione dei dati raccolti, con la collaborazione di numerose strutture e
organizzazioni locali [6].

Uno strumento tradizionale di conoscenza glaciologica, che si è
giovato dell’evoluzione scientifica e metodologica sopra accennata, è
l’inventario dei ghiacciai, cioè il censimento o catasto dei corpi glaciali
di un’area più o meno ampia, che può andare da un singolo gruppo
montuoso, ad una regione amministrativa o ad un’intera catena mon-
tuosa, fino ad arrivare all’intero pianeta. E’ chiaro che gli inventari rea-
lizzati in tempi diversi nella medesima regione, solitamente a distanza
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di decenni, danno la possibilità di analizzare l’evoluzione del glaciali-
smo di quell’area; si possono quindi valutare le variazioni numeriche e
dimensionali dei singoli apparati glaciali e quindi correlare queste varia-
zioni con i parametri meteo-climatici.

L’Italia vanta una lunga ed importante tradizione nel campo
degli inventari dei ghiacciai. Sempre nell’ambito del CGI venne
infatti realizzato da Carlo Porro nel 1925 uno dei primissimi censi-
menti a livello mondiale, basato su cartografia e rilievi di terreno; nel-
l’occasione vennero censiti 774 ghiacciai. Una realizzazione veramen-
te all’avanguardia per il suo tempo, sempre ad opera del CGI con il
CNR, fu il Catasto dei Ghiacciai Italiani pubblicato fra il 1959 e il
1962, anch’esso realizzato su cartografia e rilievi di terreno. In
quell’occasione vennero censite 835 unità glaciali (comprendendo
ghiacciai in senso stretto e glacionevati, cioè piccoli apparati privi di
movimento) con una superficie totale di poco più di 500 km2 [6, 7]
(Fig. 6).

Fig. 6 – Il Catasto dei Ghiacciai Italiani del CGI-CNR. Volume delle Alpi Centrali
(a sinistra copertina; a destra carta allegata con la distribuzione dei ghiacciai).

Successivamente con il coordinamento del World Glacier
Monitoring Service (WGMS) fu realizzato il catasto internazionale
dei ghiacciai (World Glacier Inventory-WGI, 1985 e successivi aggior-
namenti anche in rete), cui per la parte italiana contribuì il CGI. La
superficie totale dei ghiacciai italiani risultò di circa 600 km2 con un
notevole incremento numerico degli apparati. Dopo la compilazione

LO STATO ATTUALE DEI GHIACCIAI ITALIANI E LA LORO RECENTE EVOLUZIONE 21

2_Rendiconti_SCIENZE_smiraglia_def.qxp_03 cerutti  20/03/20  13:52  Pagina 21



di numerosi inventari regionali e settoriali ad opera di vari enti e
strutture locali, negli ultimi anni nell’ambito di diversi progetti sono
stati predisposti degli elenchi aggiornati dei ghiacciai italiani. Fra
questi il progetto internazionale GLIMS (Global Land Ice
Measurements from Space) [1], il progetto CNR-CGI Next Data [8] e
un progetto Università di Milano-Associazione EvK2CNR –
Sanpellegrino Spa. Quest’ultimo si può considerare come un vero e
proprio aggiornamento del catasto CGI degli anni ’50-’60 ed è stato
pubblicato nel 2015 (è liberamente consultabile e scaricabile dal sito
https://sites.unimi.it/glaciol/) [9].

LO STATO ATTUALE DEI GHIACCIAI ITALIANI:
UNA SINTESI DAL NUOVO INVENTARIO

Il nuovo catasto è stato realizzato nell’ambito del Gruppo di
Glaciologia dell’Università Statale di Milano, si è avvalso della colla-
borazione scientifica del CGI, ha coinvolto numerose realtà regionali
e provinciali dell’arco alpino, nonché i principali enti culturali esperti
del settore, ed ha avuto il patrocinio del WGMS. L’obiettivo principa-
le del lavoro, il cui interesse non è solo scientifico, ma anche culturale,
divulgativo e applicato, è stato quello di fornire una quadro completo,
aggiornato e quantitativo della risorsa paesaggistica rappresentata dai
ghiacciai italiani (Figg. 7-8).

La metodologia di base per l’individuazione dei singoli ghiac-
ciai e dei loro parametri geometrici è stata l’utilizzo, l’elaborazione e
l’interpretazione in ambiente GIS di ortofoto a grande scala (1:5000)
riprese fra il 2005 e il 2011, fornite cortesemente da tutte le Regioni
alpine. L’accuratezza nominale delle ortofoto (pixel 0.5 m x 0.5 m) ha
permesso di delimitare i perimetri dei ghiacciai con elevata precisio-
ne (errore areale medio +-2%); va tuttavia tenuto conto che in alcuni
casi, in particolare a causa delle frequenti coperture detritiche che
stanno sempre più caratterizzando la superficie dei ghiacciai, l’errore
areale può essere superiore. I ghiacciai sono stati raggruppati in base
alla distribuzione regionale amministrativa (unica eccezione il
Trentino-Alto Adige, dove si è tenuto conto della suddivisione pro-
vinciale). Per ogni unità glaciale sono stati inseriti quindici parametri
in parte descrittivi e qualitativi (ad esempio Nome, Gruppo montuo-
so, Regione amministrativa, Bacino idrografico, Tipologia), in parte
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numerici e quantitativi (come Area in km2, Area CGI, Area WGI). In
un apposito Annex sono stati inseriti altri parametri quantitativi,
come Lunghezza massima, Altezza minima, Altezza massima, Altezza
media, Inclinazione media. Vengono così resi disponibili i principali
parametri numerici indicati dal WGMS, la cui elaborazione ha per-
messo non solo di evidenziare le caratteristiche attuali del glacialismo
italiano, ma anche di individuare le tendenze dell’ultimo mezzo seco-
lo [10, 11]. 

A livello di sintesi l’elaborazione dei dati del catasto indica che
sulle montagne italiane sono situati 903 apparati glaciali (fra ghiacciai
in senso stretto e glacionevati) con una superficie complessiva di 369
km2, per la quasi totalità distribuiti sulle Alpi. Le Regioni con le mag-
giori superfici glaciali risultano essere la Valle d’Aosta (134 km2), la
Lombardia (88 km2), l’Alto Adige (85 km2) e il Trentino (46 km2),
mentre la Regione alpina meno glacializzata è il Friuli (0,2 km2.) Sugli
Appennini sono presenti solo due piccoli glacionevati, derivanti dalla
frammentazione del preesistente Ghiacciaio del Calderone sul Gran
Sasso (0,04 km2) [12]. Una delle più interessanti peculiarità del glacia-
lismo italiano è la sua distribuzione su tutti i settori della catena alpi-
na, dalle Alpi Marittime alle Alpi Giulie, caratteristica che lo differen-
zia da tutti gli altri Stati alpini. A questo si affianca la ridotta dimen-
sione dei ghiacciai; prevalgono infatti gli apparati di piccole dimensio-
ni (<0,5 km2), mentre quelli con area maggiore di 10 km2 sono sola-
mente tre: il Ghiacciaio dei Forni in Lombardia, quello dell’Adamello
in Lombardia e Trentino, quello del Miage in Valle d’Aosta, che insie-
me coprono oltre il 10% dell’intero glacialismo italiano (va tuttavia
ricordato che negli ultimissimi anni il Ghiacciaio dei Forni si è fram-
mentato in almeno due settori, perdendo quindi la sua struttura uni-
taria). Va anche sottolineato che l’84% del numero dei ghiacciai ita-
liani si colloca nella fascia areale <0,1-0,5 km2, ma nel contempo rico-
pre solo il 21% della superficie totale. A questa dimensione prevalen-
temente molto ridotta, che li rende fra l’altro molto sensibili ai muta-
menti climatici anche lievi, si aggiunge la tipologia poco differenziata.
I ghiacciai “vallivi”, caratterizzati da una lingua ben evidente che
scende anche a quote relativamente basse, sono solo il 3%, mentre vi
è l’assoluta prevalenza dei ghiacciai “montani”, annidati sui versanti
montuosi alle quote più elevate (57%), e dei “glacionevati”, piccoli
corpi glaciali caratteristici della fase terminale (o embrionale) del gla-
cialismo (40%) [9]. 
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Fig. 7 – La distribuzione dei ghiacciai italiani. I riquadri e i numeri indicano i settori
della suddivisione geografica utilizzata nel Nuovo Catasto [9]

(elaborazione D. Maragno).

Fig. 8 – Il Nuovo Catasto dei Ghiacciai Italiani
(consultabile e scaricabile dal sito https://sites.unimi.it/glaciol/).

COME SONO VARIATI I GHIACCIAI ITALIANI

La disponibilità di inventari multitemporali permette, come si è
accennato, il confronto fra situazioni diversificate e distribuite nel tempo.
Va tuttavia sottolineato che questo confronto non è agevole a livello quan-
titativo e spesso offre solo indicazioni di massima. Le metodologie di rac-
colta dati, in particolare fra il catasto CGI e il nuovo catasto, sono infatti

CLAUDIO SMIRAGLIA, GUGLIELMINA ADELE DIOLAIUTI, et al.24

2_Rendiconti_SCIENZE_smiraglia_def.qxp_03 cerutti  20/03/20  13:52  Pagina 24



molto diverse e i dati presentano accuratezze altrettanto diverse. Va ricor-
dato infatti che per il catasto CGI i dati sono stati raccolti con misure di
terreno e cartografia spesso non aggiornata, mentre per il nuovo catasto si
sono utilizzate ortofoto ad alta definizione e anche immagini da satellite.
La tendenza risultante appare tuttavia chiara e indiscutibile: su tutte le
montagne italiane i ghiacciai dalla metà del secolo scorso sono in netta
riduzione areale (complessivamente l’area è diminuita di 157 km2 corri-
spondente a circa il 30% della superficie complessiva iniziale). Le perdite
maggiori si sono avute nelle Regioni dove i ghiacciai coprivano superfici
limitate, come il Friuli (-50%) e il Veneto (-48%); più contenute sono
apparse le riduzioni dove i ghiacciai coprivano superfici più vaste, come la
Valle d’Aosta (-26%) e la Lombardia (-24%). Se poi si mettono in relazio-
ne le superfici dei ghiacciai del catasto CGI e le rispettive variazioni areali,
si osserva chiaramente come gli apparati con una superficie iniziale minore
presentino la maggiore variabilità nelle variazioni (dallo 0 al 90%), mentre
i ghiacciai maggiori presentano variazioni sempre meno intense (Fig. 9). 

Fig. 9 – Relazione fra superficie dei ghiacciai nel catasto CGI e riduzione areale
percentuale rispetto al nuovo catasto (da Smiraglia e Diolaiuti [9]).

Se il confronto viene effettuato con i dati del Catasto Internazionale
(World Glacier Inventory o WGI), pubblicato alla fine degli anni ’80 del
XX secolo [13], il regresso appare ancora più intenso. Nel periodo 1965-
1985 si ebbe infatti una limitata fase di espansione glaciale che secondo i
dati WGI portò ad un lieve aumento nel numero e nella superficie dei
ghiacciai italiani (e anche nel resto delle Alpi) rispetto alla metà del XX
secolo. Nel WGI i ghiacciai elencati erano 1381 estesi su un’area di 609
km2; i risultati del nuovo catasto segnalano quindi una perdita di 478
ghiacciai e una riduzione areale di 240 km2 (-39%) [9]. La tendenza che
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emerge dal confronto dei dati è sicuramente molto chiara, ma sono
soprattutto le modifiche del paesaggio glaciale ad evidenziare l’intensità
dei fenomeni avvenuti a partire dalla metà degli anni ’50 del secolo scorso
in alta montagna, come risulta ben illustrato anche dai semplici e ormai
classici confronti fra foto riprese in periodi diversi (Fig. 10). 

Fig. 10 – Il Ghiacciaio di Moncorvè nel gruppo del Gran Paradiso (Valle d’Aosta)
in una cartolina viaggiata nel 1920 (Archivio Società Meteorologica Italiana) a sinistra;

lo stesso ghiacciaio nel 2014 (foto Società Meteorologica Italiana) a destra.

Spicca soprattutto la frammentazione, rapida più di quanto preve-
dibile, dei ghiacciai preesistenti in più corpi minori, con l’apparentemen-
te paradossale risultato di ampliare, almeno per il momento, il numero
totale dei ghiacciai (da 835 a 903). Ben conosciuti, fra gli altri, sono i casi
di ghiacciai, spesso vallivi, o anche di minori dimensioni, come la Lex
Blanche e la Brenva sul Monte Bianco, il Lys sul Monte Rosa, il Ventina
e il Fellaria Orientale sul Bernina-Disgrazia, i Forni e il Careser
sull’Ortles-Cevedale, il Pisgana Occidentale in Adamello, il Malavalle
nelle Breonie, e anche il minuscolo Calderone in Appennino, frammen-
tatisi dall’inizio del Duemila in due o più tronconi (Figg. 11-13) [14, 15]. 

Fig. 11 – Il Ghiacciaio di Fellaria Orientale nel gruppo del Bernina con il settore inferiore
ormai nettamente staccato dal corpo principale (foto R. Scotti, 2013).
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Questo fenomeno è dovuto alla riduzione dello spessore delle colate
glaciali, derivante a sua volta dal bilancio negativo che si è instaurato negli
ultimi decenni fra alimentazione nevosa invernale e ablazione estiva (in
massima parte fusione). Sulla superficie dei ghiacciai, nei settori più ripi-
di, si scoprono “finestre” rocciose che nell’arco di pochi anni aumentano
la loro estensione fino a separare in più tronconi il ghiacciaio precedente-
mente unitario. A questo si uniscono la riduzione di lunghezza delle lin-
gue glaciali, il collasso delle zone frontali dove si aprono crepacci, caverne
e fratture, la formazione di laghi di contatto glaciale (Fig. 12), fenomeno
ormai diffusissimo di classica retroazione, che con l’effetto meccanico e
termico dell’acqua a contatto con il ghiaccio provoca un’intensa accelera-
zione del regresso. Altro fenomeno diffusissimo, con effetto contrario
almeno nella fase iniziale, è l’incremento della copertura detritica superfi-
ciale, derivante dal più intenso crioclastismo sulle pareti rocciose che rac-
chiudono il ghiacciaio; se lo spessore del detrito supera un livello critico
(5-10 cm), la fusione del ghiacciaio sottostante viene rallentata. 

Fig. 12 – Il lago di contatto glaciale alla fronte del Ghiacciaio Pisgana Occidentale
nel gruppo dell’Adamello visto da monte (foto W. Belotti, 2016).

Gli scenari futuri, creati sulla base di modelli climatici e di modelli
glaciali, non lasciano molto spazio all’ottimismo sulla sopravvivenza o la
ripresa di questi elementi naturali che possono veramente essere conside-
rati il simbolo dell’alta montagna. Le ultimissime calde estati del 2016 e
del 2017, dopo la caldissima estate del 2003, hanno inferto un altro duro
colpo alle masse glaciali alpine e soprattutto italiane. E’ quindi molto pro-
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babile che il regresso glaciale proseguirà e accelererà nei prossimi anni e
decenni, fino a portare all’estinzione dei ghiacciai piccoli e medi. Per il
Ghiacciaio dei Forni, ad esempio, uno dei più grandi ghiacciai italiani, da
alcuni anni già frammentato in tre spezzoni, il volume complessivo
potrebbe ridursi entro fine secolo al 5-0% di quello attuale [16]. La cate-
na alpina, i cui grandiosi paesaggi sono già molto mutati nei periodi più
recenti, si sta dunque avviando ad assumere un aspetto quasi totalmente
privo di masse glaciali, molto diverso da quello che conoscevamo fino a
mezzo secolo fa (Fig. 13).

Fig. 13 – I residui del Ghiacciaio del Calderone sul Gran Sasso in Appennino
(foto R. Tonelli, 2005).
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GIOVANNI BATTISTA PALLETTA (1748-1832)
«DOTTO CHIRURGO E PRATICO ECCELLENTE»

A CAPO DELLA CHIRURGIA
DELL’OSPEDALE MAGGIORE

Nota del m.e. RENZO DIONIGI (*) e ANDREA TERRENI (**)

(Adunanza del 3 marzo 2016)

SUNTO. – Giovanni Battista Palletta, formatosi alla scuola di Bernardino Moscati, di
Pietro Moscati e di Giovanni Alessandro Brambilla fu apprezzatissimo primario
dell’Ospedale Maggiore di Milano. Molte furono le sue ricerche cliniche che lo rese-
ro noto anche a livello internazionale. Non vi è dubbio che la sua vastissima espe-
rienza, la sua abilità, i successi ottenuti, le innovazioni introdotte, il suo tratto di
uomo di poche parole giustificano il giudizio della maggior parte degli storici della
chirurgia che ritengono la sua reputazione di molto superiore a quella dei suoi stessi
maestri.

***

ABSTRACT. – Giovanni Battista Palletta, trained at the school of Bernardino Moscati,
Pietro Moscati and Giovanni Alessandro Brambilla, was a highly appreciated surgeon
of the Ospedale Maggiore in Milan. Many of his clinical researches made him known
in the international surgical community. There is no doubt that his vast experience, his
ability, the successes achieved, the innovations introduced, his trait as a man of few
words, justify the opinion of most of the historians of surgery who believe his reputa-
tion to be much higher than that of his own teachers.

(*) Università degli Studi dell’Insubria, Varese, Italia.
E-mail: renzodionigi@hotmail.com

(**) Università Cattolica del Sacro Cuore, Milano, Italia.
E-mail: terreni11@gmail.com
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1.   Fino al primo Settecento l’attività chirurgica dell’Ospedale
Maggiore di Milano era limitata a pochi interventi, da considerarsi
impegnativi per l’epoca: qualche rara amputazione, la “legatura”
incruenta delle ernie, la litotomia per calcolosi vescicale e l’intervento
per la cataratta. Si trattava di una chirurgia empirica, esercitata dai chi-
rurghi “norcini” o “preciani” (dai nomi dei borghi umbri di Norcia e
Preci) che, da celebres castratores per antica tradizione, erano diventati
esperti nell’applicare cinti erniari, a «trar la pietra di vescica» con una
incisione in regione perineale e a «deponere la cataratta».

Questa chirurgia empirica, che in altri paesi era esercitata preva-
lentemente dai barbieri, si protrasse grosso modo sino alla metà del
XVIII secolo, quando la medicina milanese – in particolare in seguito
all’arrivo da Pisa di Bernardino Moscati (1705-1798),1 chiamato nel
1735 dal Capitolo dell’Ospedale Maggiore per ricoprire il posto di inci-
sore anatomico, e poi assurto alla direzione della chirurgia – entrò in
una fase di risveglio dovuto prevalentemente ad alcune innovazioni tec-
niche e, soprattutto, alla grande attenzione che le riforme attuate nel
periodo teresiano-giuseppino ebbero per l’insegnamento e l’esercizio
della medicina e la riorganizzazione dell’assistenza medica.

Rientrato a Milano dopo un soggiorno a Parigi, ove divenne
amico di André Levret, considerato ancor oggi la figura più rilevante
dell’ostetricia francese del XVIII secolo, Bernardino Moscati nel 1760
organizzò l’insegnamento dell’ostetricia agli alunni della scuola ospeda-
liera. Successivamente, l’amministrazione dell’ospedale ritenne oppor-
tuno aprire anche un reparto ostetrico. In breve egli divenne il maestro
di una vera e propria scuola chirurgica, che ebbe fra i suoi allievi, oltre
al figlio Pietro, Giovanni Battista Palletta.

All’Ospedale Maggiore verso la fine del Settecento si venne a for-
mare quindi una prestigiosa scuola chirurgica che ebbe la non comune
opportunità di sfruttare, quale fondamentale palestra anatomica, la
celeberrima brugna, termine dialettale che indicava il locale per il depo-
sito dei cadaveri e le loro sezioni, la cui abbondanza, elogiata anche da
medici stranieri di passaggio a Milano, era tale da rispondere con effi-
cacia a tutte le esigenze poste dall’insegnamento e dalla ricerca.

In quegli stessi anni Giovanni Alessandro Brambilla, assurto a

RENZO DIONIGI e ANDREA TERRENI32

1     R. Dionigi, Bernardino Moscati. Maestro di chirurgia e riformatore della sanità
milanese nel Settecento, Milano, Edra, 2017.
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grande notorietà come chirurgo militare durante la Guerra dei Sette
Anni e divenuto chirurgo personale del futuro imperatore Giuseppe II,
sostenne la superiorità della chirurgia rispetto alla medicina, potendo la
prima risolvere alcune situazioni per le quali la seconda era assoluta-
mente impotente. Su sua proposta fu istituita a Vienna la scuola chirur-
gica militare denominata Josephs Akademie, in onore del sovrano
Giuseppe II, con il fine di promuovere l’elevazione tecnica, culturale e
sociale dei chirurghi. Un’altra delle imprese del Brambilla fu quella di
mettere ordine nello strumentario chirurgico, con finalità pratiche.

Di questa strumentazione si servì certamente Giovanni Battista
Palletta, formatosi alla scuola di questi maestri. Molte furono le sue ricer-
che cliniche originali che lo resero noto anche a livello internazionale.
Non vi è dubbio che la sua vastissima esperienza chirurgica, la sua abilità,
i successi ottenuti, le innovazioni introdotte, il suo tratto di uomo di
poche parole giustificano il giudizio della maggior parte degli storici della
chirurgia che ritengono la sua reputazione di molto superiore a quella dei
suoi stessi maestri. Con Palletta, l’“arte del tagliare”, per secoli affidata
agli empirici, divenne medicina operativa. Basandosi sulle recenti scoper-
te della fisiologia, della struttura di tessuti ed organi e delle sperimenta-
zioni animali, con coraggio e abilità egli fu tra i primi chirurghi a tracciare
un nuovo percorso, quello della chirurgia moderna.

Ciononostante, di lui e della sua attività professionale e scientifica
poco si sa e poco si è scritto, se non in maniera sommaria, e non si trova
un’opera che riassuma compiutamente la sua attività di clinico, docente e
ricercatore. Esistono solo alcuni profili biografici o elogi scritti da allievi,
parenti o amici, basati su notizie e giudizi raccolti da persone che lo ammi-
rarono in vita; persone quindi non in grado di valutare con la necessaria
obiettività e di mettere in evidenza il ruolo rilevante che egli svolse nel
periodo di transizione dalla chirurgia empirica alla chirurgia moderna.

2.   Giovanni Battista Palletta2 nacque il 18 aprile 1748 nel borgo
ossolano di Montecrestese, nella frazione di Cardone, da Giacomo e
Domenica Leonardi. I genitori, socialmente di condizioni modeste, erano
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2     Il cognome Palletta, già durante la sua vita milanese, certamente dopo la
morte e quasi sempre nelle citazioni dei testi in inglese, cominciò a essere scritto con
una l sola: Paletta.
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dediti ai lavori agricoli di alcuni loro fondi da cui traevano di che vivere.
Sebbene dovessero affrontare gravi sacrifici, essi, evidentemente già con-
sapevoli delle particolari doti del loro primogenito, decisero per i suoi
primi studi di mandarlo, all’età di otto anni, nel 1756, a Briga nel Vallese,
presso il collegio dei Gesuiti Spiritus Sanctus, luogo di studi, prevalente-
mente in lettere e filosofia. Esemplare fu il comportamento di Giovanni
Battista in collegio, tanto che per le sue ottime qualità scolastiche e morali
gli vennero attribuiti diversi premi durante il suo cursus studiorum.

Terminati gli studi nel Collegio di Briga, il giovane Palletta decise di
recarsi a Milano, dedicandosi dapprima allo studio della giurisprudenza.
Tuttavia, in breve tempo si rese conto di essere più portato verso studi
meno speculativi, più operativi e, se possibile, più coinvolgenti dal punto
di vista sociale, essendo grande il suo desiderio di rendersi utile al pros-
simo. Il 24 ottobre 1763, all’età di 15 anni, entrò così come studente di
chirurgia nel Collegio-Convitto degli Allievi Chirurghi, nella Magna
Domus Hospitalis, la Ca’ Granda, ovvero l’Ospedale Maggiore. L’11 set-
tembre 1769 fu nominato “Allievo fisso”. Agli studenti del Collegio-
Convitto veniva concesso vitto e alloggio gratuito, ma si dava loro l’in-
combenza di dispensare il vitto e le medicine agli ammalati, di fare le
medicazioni, in definitiva di comportarsi come dei frati ospitalieri. 

Alla conclusione del percorso formativo presso l’Ospedale
Maggiore il Palletta si trasferì, nel 1770, a Padova, per iscriversi al corso
di laurea in Filosofia e Medicina. È probabile che il suo interesse non
solo per la chirurgia, ma anche per la filosofia fosse alla base della sua
scelta a favore dell’Ateneo patavino. Questa sua curiosità ed attenzione
sul senso dell’essere e dell’esistenza umana è peraltro comprovata da
uno scritto inedito del 1766, Philosophia rationalis et experimentalis, di
cui si conserva il manoscritto presso il Fondo Belloni alla biblioteca
dell’Istituto Lombardo.3

Come risulta dall’Archivio storico dell’Università di Padova, il
Palletta si iscrisse al Collegio veneto artista per il corso triennale 1770-

RENZO DIONIGI e ANDREA TERRENI34

3     [GIOVANNI BATTISTA] PALLETTA, Philosophia ratio[na]lis et experimentalis.
Pars [pr]ima – Logica, Pars sec[unda] – Physica Generalis, ms 21x14,5 cm (1766), 146 pp.
non numerate, di cui dalla 92 alla 94 e dalla 138 alla 146 bianche. Il manoscritto, in lingua
latina, è scritto a penna su carta. Copertina in cartone con il titolo manoscritto a penna.
Il manoscritto contiene due foglietti, 11x16,5 cm il primo, 17x6,8 cm il secondo, mano-
scritti a penna su carta, in lingua latina, ciascuno da entrambe le parti, inseriti rispettiva-
mente alle pagine 82-83 e 96-97). La data 1766 è indicata sulla copertina e a p. 92.
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1773,4 conseguendo il Publicum Doctoratus Privilegium il 18 giugno 1773.5

Alcuni anni dopo, il 17 marzo 1778 Giovanni Battista Palletta si
presentò a Pavia a sostenere gli esami per ottenere il Magisterium in
Chirurgia major. 

Da quanto si evince dal verbale dell’esame,6 il Palletta non dovette
incontrare particolari difficoltà nel presentare la propria casistica ope-
ratoria e nel rispondere ai quesiti posti dai membri della commissione:
è assai verosimile che questo giovane chirurgo originario di
Domodossola avesse già maturato un’esperienza superiore a quella dei
suoi stessi esaminatori. Il Magisterium conseguito fu per il Palletta una
semplice formalità, tant’è che a soli trentadue anni, nel 1780, era già
considerato un maestro della chirurgia.

3.   Nell’aprile del 1804 gli amministratori dell’Ospedale Civile di
Milano invitarono il «Capo Chirurgo e Professore Cittadino Paletta»7 ad
esprimere il suo parere sul nuovo Piano disciplinare per l’Istruzione e pro-
mozione de’ Chirurghi nell’Ospitale Maggiore di Milano. Egli diede un
notevole contributo alla stesura di questo regolamento, che rappresenta
un documento di particolare interesse e assolutamente innovativo per lo
studio della formazione professionale dei giovani chirurghi dell’epoca,
dedicando particolare attenzione e cura anche ai minimi dettagli. 

A questo proposito, è bene sottolineare che al principio
dell’Ottocento, ovunque in Europa e naturalmente anche in Italia, la
formazione chirurgica, e soprattutto la formazione nei suoi fondamen-
tali aspetti pratici, era prerogativa quasi esclusiva dei grandi ospedali, le
uniche strutture che potevano garantire una patologia vasta e variata,
nonché la possibilità dell’esercitazione sui cadaveri, che, come appunto
si può desumere dal “Piano disciplinare”, era condizione imprescindi-
bile nella preparazione e successiva carriera del chirurgo. 
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4     ARCHIVIO STORICO DELL’UNIVERSITÀ DI PADOVA (d’ora in poi ASUPD), 270,
Collegio veneto artista. Documenti per dottorati, 1770-1773, f. 672. 

5     Domodossola, Civico Museo di Palazzo Silva e Archivio Storico della
Fondazione Gian Giacomo Galletti. Esposto in bacheca.

6     ARCHIVIO DI STATO DI PAVIA, Università, Medicina, cart. 357.
7     ARCHIVIO DELL’OSPEDALE MAGGIORE, Piano disciplinare per l’istruzione e pro-

mozione dei Chirurghi dell’Ospedale, n. 363 del 1804. È questo il primo documento uffi-
ciale sin qui osservato in cui il cognome è scritto con una sola l: Paletta invece di Palletta.
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L’Ospedale Maggiore rappresentava pertanto una delle strutture
per quei tempi assolutamente all’avanguardia, tant’è che lo stesso
Antonio Scarpa, insigne anatomista dell’Ateneo pavese, spesso si rivol-
geva con fiducia al Palletta per sottoporgli i suoi progetti e le sue osser-
vazioni e per chiedergli alcuni pezzi patologici necessari per il comple-
tamento di alcuni suoi studi.

Al principio del XIX secolo si può ragionevolmente ritenere che,
almeno per quanto riguarda l’insegnamento della chirurgia, l’Ospedale
Maggiore di Milano fosse ormai da anni una struttura efficiente, efficace
e assai collaudata per l’insegnamento.

4.   Negli scritti di storia della chirurgia, Antonio Scarpa e
Giovanni Battista Palletta sono frequentemente citati insieme, non
tanto per raffrontare i loro meriti e le loro glorie, quanto per sottolinea-
re come – pur in ruoli diversi (lo Scarpa essendo più conosciuto come
“l’anatomico pavese”, il Palletta più come “il chirurgo milanese”) ed
appartenendo a istituzioni differenti (l’Università e l’Ospedale) – abbia-
no nello stesso periodo contribuito a risollevare il prestigio dell’arte chi-
rurgica, da troppo tempo in declino, riuscendo con i loro studi e la loro
attività clinica ad essere considerati “uomini sommi” della comunità
chirurgica internazionale.8

Scarpa e Palletta erano pressoché coetanei, essendo il primo nato
nel 1752 e il secondo nel 1748. Morirono anche nel medesimo anno: l’a-
natomico pavese il 30 ottobre 1832, preceduto di soli pochi mesi dal chi-
rurgo milanese. Lo Scarpa onorò la Scuola pavese e la scienza; il Palletta,
«dotto chirurgo e pratico eccellente» a capo della chirurgia dell’Ospedale
Maggiore, è tuttora considerato il fondatore della scuola chirurgica mila-
nese. I due eminenti medici furono legati da sinceri vincoli di reciproca
amicizia, cordialità e stima, come si evince dalla lettura delle missive con-
servate del carteggio tra loro intercorso.9 Infatti, traspare costantemente
un intenso scambio e una significativa condivisione di conoscenze, di
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8     A questi è inoltre corretto unirvi anche Giovanni Battista Monteggia, tra i
migliori discepoli del Palletta ai suoi corsi di anatomia e chirurgia, di cui subito si
intravvidero le grandi qualità, il quale tuttavia nel 1815 premorì al maestro, ancor gio-
vane e nel pieno della attività.

9     Nelle numerose – ben 659 – e interessantissime lettere pubblicate nel suo
epistolario (cfr: GUIDO SALA, Antonio Scarpa. Epistolario (1772-1832), Pavia, Tip. Già
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intuizioni, di osservazioni e riflessioni scientifiche. Nel corso degli anni
Palletta ebbe occasione di inviare numerosi pezzi anatomici a Scarpa,
dall’Ospedale Maggiore di Milano a Pavia: si trattava di materiale assolu-
tamente fondamentale e prezioso per la conduzione degli studi di anato-
mia, che solo un grande ospedale come la Ca’ Granda poteva garantire
con la sua ampia offerta di casistiche patologiche.10

L’Ospedale di Milano, per la vastità, ricchezza e sovrabbondanza
di mezzi, avrebbe potuto essere la struttura ideale per l’attivazione di
una facoltà di Medicina, in grado di garantire una preparazione soprat-
tutto “pratica”, come a quei tempi avveniva presso le facoltà mediche
di Parigi, Londra e Berlino. 

5.   Se è vero che Scarpa e Palletta, dopo un lungo periodo di
sopore dell’accademia medico-chirurgica nazionale, erano riusciti,
verso la fine del Settecento, a riportare la chirurgia italiana ad una noto-
rietà su scala internazionale, va peraltro detto che tale rinascita fu per
vari aspetti anticipata di almeno vent’anni dall’opera di un altro grande
chirurgo italiano, Giovanni Alessandro Brambilla.11 Nato nel 1728 a
San Zenone Po, nel pavese, da famiglia appartenente alla classe media,
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Cooperativa di Bortolo Bianchi in Pavia, 1938), lo Scarpa tratta problemi chirurgici,
riferisce casi particolarmente interessanti, dà consigli a colleghi ed espone sue vedute
personali. Le undici lettere di Scarpa a Palletta, raccolte nell’Epistolario e seguite da
una lettera del Palletta allo Scarpa, erano già state trascritte e pubblicate da Umberto
Calamida, ordinario di Clinica otorinolaringoiatrica a Milano, e cultore di storia della
medicina, che si interessò appunto della pubblicazione di alcune lettere inedite dello
Scarpa (UMBERTO CALAMIDA, Antonio Scarpa. Lettere a G. Palletta e ad altri con un sag-
gio bibliografico del suo epistolario. Per le nozze del Dott. Prof. Leopoldo Rossi con la
Sig.na Maria Letizia dei Conti Sottocasa, Milano, Tip. Conti, 1933).

10   In maniera eloquente, Scarpa ebbe occasione di definire il Maggiore di
Milano «il vaso più grande che abbia Pandora in Italia».

11   Su Giovanni Alessandro Brambilla, cfr. CRISTIANO ANTONIO RIGONI, Elogio
del Cav. Gio. Alessandro Brambilla, Pavia, Bizzoni, 1830; ARTURO CASARINI, Giovanni
Alessandro Brambilla (1728-1800), in Profili di chirurghi militari. Dalle campagne napo-
leoniche alla grande guerra mondiale, volume pubblicato in occasione dell’VIII
Congresso Internazionale di Storia della Medicina di Roma, Roma, Istituto Poligrafico
dello Stato, 1930, pp. 1-5; UGO BALDINI, Brambilla Giovanni Alessandro, in Dizionario
Biografico degli Italiani, vol. 13, Roma, Istituto della Enciclopedia italiana, 1971, pp.
733-734; L. BONANDRINI, Giovanni Alessandro Brambilla, in «…parlano un suon, che
attenta Europa ascolta», pp. 225-232.
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Brambilla frequentò l’Università di Pavia effettuando pratica ospedalie-
ra presso l’Ospedale San Matteo, mostrando sin dall’inizio uno spiccato
interesse per la chirurgia. 

Terminati gli studi, entrò come chirurgo nell’esercito asburgico.
Nel 1757, postosi in evidenza con una dissertazione tenuta
all’Università di Vienna, fu promosso chirurgo maggiore di guerra. Due
felici operazioni, una sulla principessa Poniatowski, cognata del re di
Polonia, e l’altra sul generale Botta Adorno, a cui riuscì a salvare il brac-
cio sinistro dall’amputazione, posero in risalto le sue qualità chirurgiche
presso la casa imperiale. Nel 1763 fu nominato chirurgo della guardia
imperiale e, l’anno successivo, chirurgo dell’arciduca Pietro Leopoldo.
Poco dopo, nel 1765, il fratello di Leopoldo, Giuseppe, associato in
quel medesimo anno al trono sui domini familiari di casa d’Asburgo
con la madre Maria Teresa, ottenne che Brambilla rimanesse al suo ser-
vizio quale chirurgo personale. Nel 1778 Brambilla fu nominato
“Oberstabchirurg” o protochirurgo di Stato Maggiore e, l’anno succes-
sivo, sovraintendente unico del Servizio Sanitario Militare. 

Soprattutto all’opera e all’intervento di Giovanni Alessandro
Brambilla vanno attribuite le origini e l’ispirazione delle riforme giusep-
pine riguardanti gli ospedali, le carceri, gli asili d’infanzia e per vecchi, le
case di maternità, gli istituti di ricerca clinica e dell’apparato sanitario del-
l’esercito. Tramite l’imperatore, egli intervenne anche nella riforma
dell’Università di Pavia, Nel 1780, alla morte dell’imperatrice Maria
Teresa, quando Giuseppe successe alla madre negli stati ereditari, il
Brambilla, che era stato nominato capo chirurgo dello Stato Maggiore
dell’esercito imperiale, inviò nelle scuole chirurgiche più avanzate i
migliori fra i giovani medici, affinché, al ritorno, potessero trasmettere
agli altri le loro esperienze. Questa iniziativa si concretizzerà poi nella
fondazione della scuola medico-chirurgica militare (1781), con un Piano
per l’istruzione compilato dal Brambilla stesso, insieme a regolamenti per
l’annesso ospedale, che verranno pubblicati a Vienna nel 1784. 

Nel 1785, l’orazione latina da lui pronunciata in occasione dell’i-
naugurazione della Josephs Akademie, scuola e accademia chirurgica ad
alto livello scientifico, destò in tutta Europa vive discussioni fra i clinici,
poiché vi si sostenne la superiorità della chirurgia rispetto alla medici-
na, potendo la prima risolvere casi di fronte ai quali la seconda era
impotente. Per suggerimento del Brambilla, l’accademia venne presto
equiparata alle facoltà universitarie di chirurgia e dotata di vasti labora-
tori e collezioni.
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Intensi furono i contatti epistolari e le relazioni intercorse tra
Brambilla, Scarpa e Palletta. In particolare, Brambilla aveva fatto la cono-
scenza di Scarpa durante una visita alla Académie Royale de Chirurgie e,
sempre ricordandosi dell’ateneo in cui aveva mosso i suoi primi passi da
chirurgo, non solo aveva favorito il trasferimento dello Scarpa da
Modena a Pavia, ma si operò pure per assegnare in dono all’ateneo pave-
se un cospicuo numero di volumi della sua biblioteca. Nacque così, tra la
Scuola chirurgica militare del Brambilla e l’ateneo pavese, rappresentato
dall’anatomico, una collaborazione molto intensa. 

Altrettanto significativi furono i rapporti intercorsi tra Brambilla e
Palletta, il quale, nella sua biblioteca, conservava le opere più rilevanti del
chirurgo castrense di Vienna, due delle quali con dedica dell’autore.
Stando alla corrispondenza rinvenuta12 non si riesce ad evincere se i due si
siano mai incontrati – probabilmente no – anche se certa è la grande con-
siderazione che il chirurgo della Ca’ Granda aveva per il protochirurgo
viennese. Lo ammirava a tal punto che gli chiese la disponibilità ad accet-
tare la dedica di una delle sue opere maggiori, gli Adversaria chirurgica. 

Come già aveva fatto con Scarpa, anche a Brambilla il Palletta
inviò pezzi anatomici provenienti dal “vaso di Pandora” milanese. 

Brambilla, resosi conto del valore e delle notevoli capacità di
Palletta, gli espresse più volte l’intenzione di nominarlo socio corrispon-
dente dell’Accademia Giuseppina in modo da poterlo successivamente
proporlo quale membro effettivo dell’illustre consesso. Nel 1790, tutta-
via, in seguito alla prematura morte dell’imperatore Giuseppe II, del
quale non solo era stato chirurgo personale, ma soprattutto amico e con-
sigliere, il ruolo del protochirurgo viennese nel contesto della chirurgia
asburgica declinò rapidamente. Gli venne a mancare un importante
sostegno e l’ambiente accademico lo abbandonò a tal punto che diede le
dimissioni dall’accademia da lui stesso voluta e diretta. A Palletta rimase
comunque la soddisfazione di essere nominato, su proposta di Brambilla,
membro della Cesarea Accademia Giuseppina di Vienna.

6.   Nell’elenco dei membri dell’Istituto Lombardo di Scienze e
Lettere, Giovanni Battista Palletta compare come effettivo a partire dal
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12   ARCHIVIO DEI LUOGHI PII ELEMOSINIERI DI MILANO (d’ora in poi ALPEMI),
Autografi, b. 10, fasc. “Brambilla”.
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1803, ovvero sin dal primo anno di attività dell’Istituto Nazionale, volu-
to da Napoleone Bonaparte allo scopo di riorganizzare anche in ambito
italiano il mondo degli “eruditi” e dei “saggi” che da tempo era in attesa
dell’avvio di un complessivo processo di riforma delle istituzioni della
cultura nei suoi vari gradi, non solo in ambito scolastico e universitario,
dunque, ma anche nella cosiddetta “alta cultura”.

A tale scopo, il 6 novembre 1802 Napoleone procedette alla
nomina dei primi trenta membri dell’Istituto Nazionale, i cui nominativi
comparivano così elencati nel Decreto: 

«Scarpa, Oriani, Volta (professore a Pavia), Cagnoli, Fontana,
Pino Ermenegildo, Moscati, Appiani (Pittore), Isimbardi, Dandolo,
Saladini, Cassiani, Mondini (Anatomico a Bologna), Savioli,
Canterzani, Monti Vincenzo, Brugnatelli, Longhi (Legislatore e
bibliotecario), Spannocchi, Villa, Paradisi, Morcelli, Bettinelli, Rosa
(già Professore a Modena), Fantoni Pio, Padre Soave, Bonati (di
Ferrara), Bianconi Carlo (già segretario), Monga, Mari (di
Mantova)».

Nelle settimane seguenti Napoleone e i suoi consiglieri fecero le
loro ulteriori scelte nella lista dei sessanta nomi che erano stati presen-
tati, e in data 18 aprile 1803 fu pubblicato a Milano il Decreto del 6
aprile che nominava i trentuno membri – vi è anche la nomina di
Napoleone stesso – necessari per arrivare alla pienezza del corpo acca-
demico dell’Istituto.

Dei nuovi prescelti i fisici e matematici erano ben undici:
Giovanni Aldini, Michele Araldi, Giuseppe Avanzini, Vincenzo
Brunacci, Paolo Delanges, Mariano Fontana, Giambattista
Guglielmini, Paolo Pozzo, Paolo Ruffini, Simone Stratico e
Giambattista Venturi, ai quali si affiancavano gli astronomi Angelo
Giovanni Cesaris, Giuseppe Piazzi e Francesco Reggio, i naturalisti
Carlo Amoretti e Luigi Castiglioni e il geologo Alberto Fortis. La medi-
cina era rappresentata da Giuseppe Atti, Luigi Laghi, Giovanni Battista
Palletta, Giuseppe Testa e Gaetano Uttini. Ai letterati, storici e giuristi
risultarono attribuiti sette posti, occupati da Luigi Bossi, Benedetto Del
Bene, Alberto De Simoni, Angelo Fumagalli, Luigi Lamberti, Gian
Carlo Passeroni e Francesco Venini.

Nell’occasione della nomina, «il Ministro degli Affari Interni»
inviò «al cittadino Paletta Membro dell’Istituto Nazionale» la seguente
comunicazione:
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«Il Presidente della Repubblica Italiana veduta la proposizione fatta
in conformità della legge 21 agosto, ed il successivo decreto 22 ottobre
1802 dei Membri dell’Istituto Nazionale riuniti in Bologna per la scelta
degli individui che ancora mancano a completarne lo stabilito numero
di 60, si è compiaciuto di nominarvi Membro dell’Istituto Nazionale
con suo decreto 7 aprile corrente, di cui si unisce un esemplare per la
conveniente vostra intelligenza e direzione.

Incaricato di parteciparvi tale nomina io non posso che compiacer-
mi del tributo d’onore che vi ha reso il primo Magistrato della
Repubblica, e di quello che dal vostro nome ne ridonderà al primo fra
gli stabilimenti della Istruzione Nazionale. Questo grande oggetto è
troppo caro alle mie cure per non sentire colla massima soddisfazione
l’incalcolabile vantaggio che ne verrà a questo Ministero dell’associa-
zione d’uomini distinti per rare cognizioni e consecrati per istituto ad
accrescere il deposito dell’umano sapere ed a propagarlo nelle più
utili forme».

Passarono solo pochi giorni e il 7 maggio il medesimo ministro
degli Interni si rivolse a Giovanni Battista Palletta in virtù della sua spe-
cifica competenza socio-sanitaria, invitandolo ad elaborare un progetto di
Regolamento generale nell’ambito di Sanità e di Polizia Medica.

Sin dall’inizio della sua partecipazione alla vita dell’Istituto,
Giovanni Battista Palletta fu molto attivo, non solo attraverso la presen-
tazione di memorie di natura prevalentemente medico-chirurgica, ma
anche nei lavori di vari gruppi di studio o commissioni che di volta in
volta vennero costituiti con scopi differenti. 

Nel 1804, quando alcuni membri proposero di riunire i materiali
necessari alla formazione del primo volume degli Atti dell’Istituto –
mentre nel medesimo tempo altri furono dell’avviso che sarebbe stato
opportuno procrastinare la pubblicazione, in attesa di un maggior
numero di “memorie” – Palletta si rese conto che la pubblicazione degli
Atti avrebbe di fatto comportato molte difficoltà, tra cui certamente un
laborioso intervento di revisione redazionale. A questo proposito, indi-
rizzò questa breve lettera al segretario Araldi:

«Cittadino Collega.
Secondando l’invito fattomi con vostra circolare 29 maggio, ed in

virtù del Regolamento Organico, ho il piacere di trasmettervi il mio
penso, tremando nello stesso tempo pel giudizio che debb’essere pro-
ferito da un Consesso più rispettabile, qual è quello dell’Instituto. Non
ignoro che abbisogna di molte e molte correzioni in materia di lingua
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specialmente, il che sarà per voi un lavoro di di più, che volentieri avrei
evitato, se possedessi la bella letteratura a quel grado che voi l’avete.13

Il Palletta, sempre il più assiduo fra i medici e i chirurghi, rimase
comunque del parere che gli atti dovessero essere pubblicati e ne solle-
citò la rapida pubblicazione in una lettera all’Araldi del 30 novembre
1804, ove fece presente le necessità del «decoro» dell’Istituto e la con-
venienza degli autori. Sempre su questo argomento, suggerì in un’altra
lettera i tempi di consegna delle memorie:

«Illustre Collega.
Per le solide ragioni da voi addotte nella circolare approvo intera-

mente la scelta dei quattro quesiti, che è stata fatta nell’Adunanza
Ordinaria, sembrandomi che per la soluzione dei due primi debbansi
accordare due anni, ed un anno per quella degli ultimi».14

Grande risonanza ebbe, tra le altre cose, la relazione che Pietro
Moscati e Giovanni Battista Palletta lessero il 12 giugno 1817 sui milanesi
“Annali di medicina”, di cui Annibale Omodei aveva intrapreso la pub-
blicazione dal 1814: una rivista che era stata accolta molto favorevolmen-
te dalla commissione appositamente istituita, perché indicava alla comu-
nità medica una serie di informazioni e aggiornamenti sui progressi della
medicina nei paesi stranieri. Era quella anche un’occasione per auspicare
che le autorità governative sostenessero, anche finanziariamente, le atti-
vità sanitarie e in particolare quelle dei medici condotti, favorendone l’ag-
giornamento scientifico-professionale e la formazione permanente:

«Sarebbe desiderabile che quest’opera periodica […] fosse fra le
mani de’ nostri medici, e principalmente di quelli di campagna, che per
la generale tenuità de’ loro stipendi non sono in istato di tenersi al giorno
delle mediche scoperte e pratiche osservazioni che, nell’esercizio dell’ar-
te, loro riescirebbero utilissime: né essi per l’anzidetta perentoria ragio-
ne, né le Comuni potrebbero caricarsi di questo annuo dispendio.
Quindi sarebbe della generosità del R.I. Governo o il degnarsi d’incorag-
giare il benemerito autore con una giustificazione durabile almeno per
un triennio, finché un più abbondante smercio lo abiliti alla continuazio-
ne; ovvero il rilevarne un numero di copie da farsi distribuire gratuita-
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13   Lettera di Palletta ad Araldi, recante la data Milano, 19 giugno 1804, conser-
vata tra le carte del Fondo Luigi Belloni presso la biblioteca dell’Istituto Lombardo di
Scienze e lettere.

14   Ibid., Milano, 21 aprile 1805, Lettera di Palletta ad Araldi.
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mente ai medici condotti, la qual cosa non è nuova ne’ fasti del benefico
austriaco Governo; e l’immortale augusta Maria Teresa ordinò simil cosa
per opere reputate di molta utilità specialmente alla campagna dell’au-
striaca Lombardia».15

7.   Verso la fine del Settecento, dopo due secoli di letargo, la chi-
rurgia italiana fu riportata alla ribalta internazionale proprio con la pro-
duzione scientifica, in particolare, di Antonio Scarpa e di Giovanni
Battista Palletta. Quest’ultimo fu certamente lo studioso più prolifico
nei primissimi anni del XIX secolo, proprio nel medesimo tempo in cui
furono creati l’Istituto Italiano e successivamente l’Istituto Lombardo di
Scienze e Lettere. Egli risultò costantemente inesauribile ed insaziabile
nel riferire di argomenti anche lontani dalla chirurgia,16 quali la filoso-
fia,17 l’agronomia, la fisiologia, la pediatria. Gli editori veneti delle sue
Dissertazioni di Chirurgia (1795) scrissero in fronte alla raccolta: 

Gli argomenti intorno ai quali si aggirano sono dei più importanti
della patologia e della pratica chirurgica; la maniera con cui vi sono
trattati corrisponde alla loro importanza, ed il chiarissimo autore si
manifesta da per tutto quale è in fatti il più dotto ed esperto chirurgo
che abbia ora l’Italia.18
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15   F. DELLA PERUTA, Cultura e organizzazione del sapere nella Lombardia
dell'Ottocento. L'Istituto Lombardo di Scienze e Lettere dalla fondazione all'Unità
d'Italia, in L'Istituto Lombardo Accademia di Scienze e Lettere (secoli XIX-XX), vol. I,
Storia istituzionale, a cura di A. Robbiati Bianchi, Milano, 2007, p. 298.

16   Per un’esauriente rassegna critica delle più rilevanti memorie e relazioni pre-
sentate dal Palletta all’Istituto, cfr. PAOLO MAZZARELLO, La medicina e le discipline affi-
ni nelle pubblicazioni dell’Istituto Lombardo, in L’Istituto Lombardo Accademia di
Scienze e Lettere, vol. II, Storia della Classe di Scienze Matematiche e Naturali, Milano,
Libri Scheiwiller, 2008, pp. 565-670.

17    Della filosofia professata da Palletta dà una chiara descrizione lo storico
Francesco Cusani: «Il profondo studio dell’anatomia lo aveva persuaso che l’armonica
struttura del corpo umano appalesa, come disse Galeno, la sapienza d’una divinità. Le
angosce e i disinganni dei morienti l’avevano persuaso dell’immortalità dell’anima e d’una
vita futura, slontanandolo dall’abbiezione dei materialisti, i quali avendo invano cercata
l’anima col coltello anatomico arguiscono che cessa d’esistere dopo che la morte l’ha sepa-
rata dal corpo» (PASETTI, Giovanni Battista Palletta, p. 746). A questo proposito si cita il
manoscritto conservato tra le carte del Fondo Luigi Belloni presso la biblioteca
dell’Istituto Lombardo di Scienze e lettere: [G.B.] PALLETTA, Philosophia ratio[na]lis et
experimentalis. Pars [pr]ima – Logica; Pars sec[unda] – Physica Generalis (1766).

18   Per una disamina ragionata delle opere più significative di Palletta ci si
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Nelle sue opere, Palletta fa costantemente intendere della vastis-
sima cultura e dell’approccio razionale che egli adotta nell’affrontare i
più svariati argomenti, integrando le profonde cognizioni anatomiche
con numerose osservazioni cliniche, che gli derivano da una grande
esperienza nella pratica d’ospedale. Dalle sue parole si può dedurre
l’accuratezza, la concisione, il rigore, la serietà, la modestia e l’onestà
intellettuale di un grande studioso che in svariate occasioni ebbe occa-
sione di dedicarsi a ricerche che oggi definiremmo traslazionali, ovvero
con finalità applicative sul paziente, volte a migliorare concretamente la
pratica clinica corrente.

In cinquant’anni di attività clinica e scientifica, il Palletta diede
alle stampe più di trenta scritti di anatomia, di chirurgia e di ostetricia,
molti dei quali presentati come memorie all’Istituto nazionale italiano e
al Lombardo. Nei lunghi anni di attività all’Ospedale Maggiore, inoltre,
aveva raccolto i manoscritti di una quantità immensa di osservazioni cli-
niche e di descrizioni di dissezioni anatomiche. Al termine della sua car-
riera, con l’intento di raccogliere in un’unica opera gli appunti e i risul-
tati dei suoi studi, decise di pubblicare la sua opera più voluminosa, le
Exercitationes pathologicae,19 grande opera di chirurgia teorico-pratica,
in due volumi in quarto con molte tavole.

I temi trattati dal Palletta prendono in considerazione gli argo-
menti che lo avevano interessato maggiormente. Tra questi: l’ortopedia
(De quibusdam coxae vitiis, De tubercolis ossivoris, De tibiæ diaphysi
regenerata, De nonnullis vertebrarum fracturis), la ginecologia (De uteri
polypis, De duobus rarioribus cervicis tumoribus) e le affezioni congenite
(De morbis quibusdam congenitis).

Con la sua vastissima esperienza il Palletta dimostra di essere
effettivamente un chirurgo generale capace di affrontare ogni patologia
di interesse chirurgico, ed infatti egli affronta altri importantissimi argo-
menti quali: le formazioni ascessuali in ogni distretto corporeo, la disfa-
gia, l’angiologia, gli aneurismi, la patologia tiroidea, le affezioni urolo-
giche, le ernie, l’oncologia, etc. Il materiale raccolto è particolamente
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permette di rinviare il lettore a: R. Dionigi, Giovanni Battista Palletta (1748-1832).
Protochirurgo all’Ospedale Maggiore di Milano, Milano, Cisalpino, 2016,, in partico-
lare alle pp. 81-109, nonché alla bibliografia essenziale conclusiva del volume.

19   G.B. PALLETTA, Exercitationes pathologicae auctore Joanne Baptista Palletta
equite a Corona Ferrea honorisque legione, Mediolani, excudebat Societas Typographica
e Classicis Scriptoribus Italicis nuncupata, 1820, 2 voll.
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vasto e di grande utilità per gli studiosi e per i “pratici”, costantemente
corredato e arricchito da rassegne complete ed esaurienti in ordine alle
singole patologie.

Si ricorda inoltre – sempre nell’ambito della sua vasta attività
editoriale – che, nel 1780, Palletta aveva pubblicato il Trattato delle
malattie dei bambini, traduzione dell’Underrättelser om barns sjukdo-
mar och deras botemedel di Nils Rosen Von Rosenstein,20 opera certa-
mente importante ed influente, che era stata subito collocata dagli
studiosi al vertice della letteratura pediatrica. La traduzione del
Palletta, realizzata a sedici anni dalla prima pubblicazione del Trattato
di Rosen Von Rosenstein, rispetto ai diversi trattati di pediatria di cui
è ricco il secolo XVIII, appare di particolare interesse, non tanto per
la parte dedicata alle malattie dei bambini, quanto per l’originalità, la
completezza e la precisione delle note – talora non brevi – aggiunte
dal traduttore, che si sofferma a presentare e descrivere alcuni aspetti
della società del suo tempo.21

Inoltre Palletta si impegna con costanza a contraddire alcune
delle secolari usanze che caratterizzano la pediatria del Settecento. Egli
è indiscutibilmente un innovatore e, prescindendo dalle inevitabili ine-
sattezze dovute all’incompleta conoscenza della fisiopatologia contem-
poranea, alcune sue frasi parrebbero scritte con linguaggio moderno ed
alcuni precetti essere quelli adottati attualmente. 
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20   Il medico svedese Nils Rosen Von Rosenstein (1706-1773) è considerato il
fondatore della pediatria moderna. Nel suo Trattato sulle malattie dei bambini (1764),
si occupa particolarmente delle cure infantili generali, alimentari ed igieniche, con
numerosi riferimenti alla letteratura contemporanea. L’opera è costituita da una serie
di articoli scritti per promuovere una maggiore attenzione sui bisogni dei bambini,
problematica avvertita come particolarmente urgente in quanto i dati raccolti su base
nazionale dagli uffici statistici registrano, in quegli anni, un alto tasso di mortalità
infantile. A tutt’oggi quest’opera è considerata uno dei primi testi moderni di pedia-
tria. Cfr. Biographie médicale par ordre chronologique d’après Daniel Leclerc, Éloy,
mise dans un nouvel ordre, revue et complétée par M.M. Bayle et Thillaye, tome II,
Paris, Adolphe Delahays, 1855, p. 335 e Dictionary of medical biography, vol. 4, edited
by W.F. Bynum and Helen Bynum, Westport-London, Greenwood Press, 2007, p.
1083, p. 1083; NICOLA LATRONICO, Storia della Pediatria, Torino, Edizione Minerva
Medica, 1977.

21   Per un accurato commento critico dell’attività del Palletta nell’ambito della
pediatria e della puericultura, cfr. RENATO BETTICA-GIOVANNINI, Gian Battista Palletta,
medico e puericultore del Settecento, in “Castalia”, n. 5-6 (1948), pp. 3-8.

3_Rendiconti_SCIENZE_dionigi.qxp_03 cerutti  20/03/20  13:56  Pagina 45



8.   Giovanni Battista Palletta fu popolare non solo per essere
medico e chirurgo eccellente e accurato ricercatore, ma anche per l’ori-
ginalità del suo carattere. Molti sono gli aneddoti che fanno riferimento
sia alla sua fama sia alla sua personalità, dai tratti stravaganti.22

In particolare, anche Carlo Porta menziona il Palletta nell’ulti-
mo dei Dodes sonitt all’Abaa Giavan (Per fagh vedè, e toccà proppi con
mann) tra le glorie degli anatomici milanesi. La composizione del
Porta si riferisce ad un articolo, apparso sul secondo numero della
“Biblioteca Italiana” (febbraio 1816), in cui Pietro Giordani condan-
nava l’iniziativa dell’editore Francesco Cherubini, scorgendone l’af-
fermazione del particolarismo italiano, che egli voleva superare con
l’uso della comune lingua nazionale, solo «istrumento a mantenere e
diffondere la civiltà» e premessa al miglioramento delle classi inferiori
della società. In risposta, Carlo Porta non perde naturalmente l’occa-
sione di indirizzargli dodici sonetti satirici, chiamandolo Abaa
Giavan:

Ch’el me sporgia on poo chì, sur don Giavan,
El fregaœucc de quella soa manina,
E ch’el tocca, ch’el studia e ch’el combina
Sti poch donzenn de nomm italian.
S’el leggiarà polit cont attenzion,
E se de gionta el vorrarà notà
Sti nomm sul mennabò di citazion,
Sur don Giavanin d’ôr, ch’ el lassa fà
Che ghe mettaroo insemma un regalon
Ch’el vorrarà stantà a portali a cà.
Prest donch ch’el vegna za,
Leggemm: […]
Anatomega: Buzz, Gasper Asell, 
Carchen, Bianch, Bium, Monteggia, Magistrell
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22   Per l’aneddotica ed un approfondimento della personalità cfr. GIUSEPPE DE

FILIPPI, Gio. Battista Palletta, in “Biblioteca italiana o sia giornale di letteratura, scienze
ed arti compilato da varj letterati”, XVII, tomo LXVII (1832), pp. 276-279; FERRARIO,
Della vita; PALLETTA, Elogio; PORTA, Elogio; PASETTI, Giovanni Battista Palletta; SCOTTI

FOGLIENI, Gian Battista Palletta; CASTELLI, G.B. Palletta; VITTORIO PUTTI, Giovanni
Battista Palletta, in Biografie di chirurghi del XVI e XIX secolo: Magati, Palletta, Scarpa,
Mathijsen, Fabbri, Rizzoli, Margary, Paci, Bologna, L. Cappelli, 1941, pp. 19-22;
BETTICA-GIOVANNINI, Gian Battista Palletta; L. BELLONI, Per la storia della Medicina,
Bologna, Arnaldo Forni Editore, 1985, pp. VI-VIII.
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Tron, Cuni, Mazzucchell,
E Riboli, e Paletta, e l’Ospedaa.23

In vita, Palletta ebbe grande considerazione sia da parte della cit-
tadinanza che delle autorità locali. Numerosi segni dell’ammirazione e
dell’apprezzamento tributatigli in vita emergono nella produzione poe-
tica e letteraria di alcuni noti autori della sua epoca, tra i quali, ad esem-
pio, Alessandro Manzoni.

In effetti, la reputazione del Palletta, Protochirurgo dell’Ospedale
Maggiore, era tale che lo stesso Napoleone, nel 1797, in un periodo di
timore circa lo stato della propria salute, lo avrebbe chiamato a consul-
to nella Villa Pusterla di Mombello, dove abitava con le sorelle.24

Secondo tutti i primi e più autorevoli biografi (De Filippi,
Ferrario, Marco Palletta, Porta, Pasetti, Castelli, etc.), fu lo stesso
Napoleone a nominare il Palletta membro della Legion d’Onore e cava-
liere della Corona ferrea d’Italia. Se ciò è sicuramente vero per la
Legion d’Onore, non può tuttavia esserlo per la nomina a cavaliere
della Corona ferrea.25
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23   CARLO PORTA, Dodes Sonitt all’Abaa Giavan, in Poesie milanesi di Carlo
Porta e Tomaso Grossi con alcune inedite, Milano, Casa Editrice Guigoni, 1891, pp.
285-286.

24    CASTELLI, G.B. Palletta, p. 176. Anche secondo Volante il Palletta sarebbe
stato medico consulente di Napoleone durante il soggiorno a Mombello nel 1797: F.
VOLANTE, L’opera anatomo-patologica di Gio. Batt. Palletta (nel centenario della sua
morte). Comunicazione fatta nella seduta del 15 luglio 1932, in “Giornale della R.
Accademia di Medicina di Torino”, 95 (1932), pp. 1-6. Sul fatto che Napoleone stimasse
grandemente il Palletta non vi sono dubbi e diversi biografi sottolineano questo aspetto
della vita del chirurgo. È lecito però avanzare qualche dubbio su quanto scrive il Castelli
a proposito della chiamata a consulto di Napoleone nella Villa Pusterla di Mombello. Di
questo episodio non vi è documentazione ed il Castelli è l’unico a citarlo. In effetti, il chi-
rurgo di Bonaparte era Pietro Moscati, che per lui divenne quasi una persona di famiglia.
Fu più volte invitato a cena, fu certamente il suo medico curante e il suo consigliere più
fidato nelle faccende interne della vita milanese. Fu anche il medico di Giuseppina: “Voi
siete un uomo onesto: vi affido mia moglie” disse a Moscati un giorno che si doveva allon-
tanare da lei. E sempre a Moscati affidò altri ammalati fra i politici e i militari del suo
entourage (ETTORE ROTA, Milano napoleonica, in Storia di Milano, vol. XIII, Milano,
Fondazione Treccani degli Alfieri per la Storia di Milano, 1959, pp. 1-350, p. 80).

25   L’onorificenza di Cavaliere della Corona ferrea è stata verosimilmente confe-
rita da Francesco I e non da Napoleonecfr.: Giuseppe Ferrario, Della vita del Professore
Gio. Batt. Palletta, Milano, coi tipi di Paolo Andrea Molina, 1833, p. 23.
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Nel giugno del 1811, in compagnia del ministro del Culto Bovara, di
salute malferma, Palletta si recò a Parigi per assistere al battesimo del figlio
di Napoleone e, per la considerazione di cui godeva tra i dignitari di corte,
fu invitato a trattenersi nella capitale francese per un periodo di ben sette
mesi, avendo così l’opportunità di visitare i maggiori ospedali ed incontra-
re i clinici più illustri, suoi conoscenti e corrispondenti, che in massima
parte già lo conoscevano di fama. Durante il suo soggiorno parigino, un
personaggio eminente si trovò nella necessità di sottoporsi ad un rilevante
intervento chirurgico, per il quale venne richiesto il suo autorevole parere.
Il Palletta sconsigliò l’intervento, senza tuttavia essere ascoltato, e l’esito
infelice, da lui previsto, dandogli ragione accrebbe la sua reputazione.26

La sua celebrità e l’affabile cordialità nei confronti dei pazienti gli
procurarono una fiorentissima clientela in Milano, nella Lombardia ed
in tutta l’Italia settentrionale. In seguito alla precoce scomparsa di
Giovanni Battista Monteggia e all’abbandono della professione da
parte di Antonio Scarpa, Palletta rimase a lungo il principale riferimen-
to chirurgico del Paese.

Per la sua grandezza come scienziato e clinico chirurgo egli fu in
contatto con gruppi di persone di ogni estrazione sociale, portando
ovunque lo stesso abito e contegno, e mostrando repulsione verso ogni
forma di ambizione e superbia intellettuale: egli esercitò la professione
medica essenzialmente come una missione e un servizio.

Il Palletta non fu ideatore di nuovi strumenti chirurgici, di nuove
“macchine”, di farmaci od operazioni “nuove”, ma spesso verificò, cri-
ticò ed eliminò dal suo repertorio metodi altrui che aveva avuto modo
di dimostrare errati. Fu uno sperimentatore, le cui ricerche scientifiche
possono essere considerate le prime dimostrazioni di quella disciplina
che oggi definiamo “chirurgia sperimentale”. L’anatomia e la chirurgia,
invece, gli sono debitrici di scoperte, monografie, illustrazioni e di una
vastissima serie di opinioni e di “pensieri nuovi”, che qualificano il
Palletta come “classico” e originale. 

Tra i “pensieri nuovi” vi sono certamente l’uso dell’“aria fissa”
(anidride carbonica) nel trattamento della diarrea, dello scorbuto, delle
ulcere torpide e dei tumori; l’olio e le carni di lucertola nella scrofola;
l’applicazione dell’ “idrocontasterio”27 nell’impaccamento fecale. Sua
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26   PASETTI, Giovanni Battista Palletta.
27    «Termine di chirurgia. Chiamasi con questo nome una macchina che serve ad
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fu la proposta di favorire la fistolizzazione dell’intestino necrotico nel-
l’ernia strozzata e fu certamente il primo ad abbandonare la semplice
legatura dei voluminosi polipi uterini, proposta precedentemente dal
chirurgo francese Pierre-Joseph Desault, adottando invece la resezione
e asportazione.

Una chirurgia, quindi, caratterizzata da un saggio eclettismo, dal
desiderio di sapere e di conoscere come stimolo intellettuale, dalla
necessità di accertare, mediante prove e sperimentazioni, l’esistenza, la
qualità, la conformità, la riproducibilità di ipotesi, di terapie e di pro-
cedure chirurgiche, spesso proposte o adottate solo per consuetudine.

Determinato, deciso, essenziale nel gesto chirurgico, fu anche
leale e sincero nell’ammettere pubblicamente i propri errori. Il 24 giu-
gno 1812, ad esempio, lesse all’Istituto di Scienze, Lettere ed Arti una
memoria che riguardava l’asportazione per errore di un utero durante
un intervento che prevedeva solo l’asportazione di un sarcoma ulcerato
della cervice uterina. 

Nel 1826, affaticato e stanco, Giovanni Battista Palletta decise
di lasciare l’Ospedale Maggiore, al quale pur era molto affezionato e
dove aveva trascorso tanti anni di lavoro. Aveva creato una scuola che
aveva reso l’Ospedale milanese un centro di istruzione di eccezionale
livello. Collocato a riposo, continuò ad essere rispettato e onorato
dalla sua città e, nel 1829, la Zecca di Milano coniò in suo onore una
medaglia recante, nel recto, intorno alla sua immagine, la seguente
iscrizione: «Giovanni Battista Palletta Medico Chirurgo Filosofo» e,
nel verso: «Lume ed Onore della Chirurgia incomparabile per filan-
tropia». Il celebre chirurgo morì la sera del 27 agosto 1832, all’età di
84 anni.

9.   La biblioteca di Giovanni Battista Palletta costituisce uno dei
principali fondi della biblioteca dell’Ospedale Maggiore di Milano,
fondo che gli stessi curatori del catalogo,28 pubblicato nel 1991, defini-
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introdurre per l’ano negl’intestini, fin anche oltre la valvola del colon, una maggiore o
minor copia di fluido, con mite, o, giusta l’iopo, con veemente velogità» (Dizionario della
lingua italiana, vol. IV, Padova, Nella Tipografia della Minerva, 1828, s.v. idrocontasterio).

28    Catalogo del fondo Giovanni Battista Palletta, a cura di Gigliola Marsala e
Laura Panzeri, introduzione di Giorgio Cosmacini, Milano, Editrice Bibliografica, 1991.
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scono il più omogeneo e interessante della raccolta ospedaliera. La
biblioteca del “protochirurgo” milanese fu donata all’ospedale dal
nipote Marco: un lascito la cui consistenza era, al momento della dona-
zione, di 1855 volumi e 703 opuscoli. Per vicissitudini che hanno vessa-
to le raccolte librarie dagli anni della Seconda guerra mondiale sino a
oggi,29 l’attuale consistenza del fondo è di 1056 opere appartenute al
chirurgo e di 68 volumi del nipote Marco.

È particolarmente interessante scorrere con attenzione l’elenco
delle opere appartenute al Palletta, il quale, attraverso i molti libri stu-
diati e raccolti, palesa un elevato profilo culturale ed un aggiornamento
scientifico professionale che giustificano appieno la fama da lui rag-
giunta a cavallo di due secoli in cui, anche grazie ai suoi contributi, la
chirurgia si affacciò alla modernità.

Nel catalogo si apprezza la grande curiosità dell’uomo, la molte-
plicità delle sue conoscenze e competenze, che non si limitano alle
opere strettamente mediche, nonostante comprenda naturalmente le
opere più rilevanti dei maggiori medici e chirurghi del suo tempo. 

Un ulteriore interesse di Palletta pare siano stati il termalismo, la
balneoterapia e le acque minerali. Infatti, tra i libri da lui raccolti, vi
sono pubblicazioni che riguardano l’effetto benefico e le proprietà tera-
peutiche delle acque di diverse stazioni termali.

10. Giovanni Battista Palletta con passione e serietà si dedicò in
gioventù agli studi presso il Kollegium Spiritus Sanctus, il collegio dei
Gesuiti a Briga, dove studiò per ben dieci anni. La formazione umanisti-
ca, prevalentemente in lettere e filosofia, ricevuta in questo famoso e
reputato collegio pose le basi che gli avrebbero permesso di affermarsi
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29   I bombardamenti che infierirono su Milano non risparmiarono la biblioteca
dell’Ospedale e gran parte dei suoi libri furono trasferiti nella nuova sede di Niguarda,
in attesa di essere ricollocati in via Festa del Perdono, in quella che sarebbe dovuta
diventare la biblioteca dell’ospedale. Tutte le opere sono schedate secondo le Regole
Italiane di Catalogazione per Autori (RICA) ed ogni scheda, in ordine alfabetico, con
data di nascita e di morte degli autori, è corredata da note, che spesso forniscono la sto-
ria dell’esemplare, ricostruita attraverso appunti manoscritti, dediche e note di possesso
(MAURIZIO GIROLAMO, Regione Lombardia. Servizio biblioteche e beni librari e docu-
mentari, Catalogo del fondo Giovanni Battista Palletta, recensione in “Biblioteche oggi”,
n. 2 (1993), pp. 78-79). 
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come uno dei primi chirurghi eruditi, la cui preparazione culturale avreb-
be contribuito a modificare l’immagine stereotipata del chirurgo rozzo e
ignorante, che solitamente usciva dalla corporazione dei barbieri.

Anche l’apprendimento del latino e del tedesco molto contribuì al
suo successo. Basti ricordare che la laurea in Filosofia e Medicina con-
seguita all’università di Padova fu il risultato, oltre che del suo notevole
cursus studiorum, soprattutto dell’ammissione alla prestigiosa natio ger-
manica dell’ateneo patavino, essendo stato considerato helvetius pro-
prio grazie alla sua padronanza della lingua tedesca. 

Ancor prima di laurearsi a Padova, aveva già deciso di intrapren-
dere la carriera chirurgica. Infatti, lo studio della giurisprudenza, a cui
si era in precedenza dedicato nei pochi mesi trascorsi a Milano, non lo
aveva convinto affatto. Si era reso conto di essere portato verso studi
meno speculativi, più operativi e, se possibile, più coinvolgenti dal
punto di vista sociale, grande essendo il suo desiderio d’essere utile al
prossimo. Così, a 15 anni, era entrato come studente di chirurgia nel
Collegio-Convitto degli Allievi Chirurghi, alla Magna Domus Hospitalis,
la Ca’ Granda, ovvero l’Ospedale Maggiore. 

Cionondimeno, Palletta continuò a riflettere sul mondo e sul-
l’uomo, sul senso dell’essere e dell’esistenza umana ed anche indagò
l’applicazione concreta dei principi desunti con la riflessione e il
pensiero.

La storia della chirurgia è unanime nel ritenere che Antonio
Scarpa, a Pavia, e Giovanni Battista Palletta, a Milano, abbiano contri-
buito a risollevare il prestigio dell’arte chirurgica, da troppo tempo in
declino, riuscendo con i loro studi e la loro attività clinica ad essere con-
siderati “uomini sommi” della comunità chirurgica internazionale.

Un raffronto tra questi due personaggi, uniti da «amicale affetto
e stima», non è semplice, e induce comunque a porre in evidenza
alcune differenze sostanziali. Scarpa diventò presto arbitro di ogni
controversia all’interno dell’ateneo pavese: per vari anni egli fu il vero
dominus delle carriere universitarie. Era un magistrale anatomico, ma
la sua abilità chirurgica venne spesso messa in discussione. Molta
della sua fama internazionale fu certamente dovuta alla collaborazio-
ne con Faustino Anderloni, eccellente intagliatore di rami di carattere
scientifico e didattico, che, dal 1799 in avanti, curò tutte le opere pub-
blicate dallo Scarpa, incidendo splendide tavole, da solo o con la col-
laborazione di una sceltissima bottega, dove crebbero grandi interpre-
ti dell’incisione come il fratello Piero Anderloni e Giovita
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Garavaglia.30 Le opere dello Scarpa si rivolgevano agli addetti: agli
anatomici, ai chirurghi, alla comunità scientifica nell’accezione più
restrittiva.

Palletta, invece, era uomo di non molte parole, anche se le sue
erano frequentemente espressioni piene di arguzia. Era cauto nel pro-
nunciarsi davanti al malato, pur dimostrando sicurezza nel giudizio.
Non disponendo della collaborazione di grandi disegnatori e incisori, le
sue descrizioni delle dissezioni anatomiche sono particolarmente accu-
rate e precise. Leggendo le sue opere, ci si rende conto della sua profon-
da cultura storico-umanistica. Fa sempre precedere, alla descrizione di
ogni malattia, un’accurata revisione storica, con citazioni delle fonti
antiche più accreditate. Una conoscenza storica, la sua, intesa soprattut-
to come supporto indispensabile e punto di partenza per procedere in
maniera corretta nella ricerca e nella sperimentazione. 

Anche le malattie più rare e solo eccezionalmente descritte in pas-
sato avevano ai suoi occhi un’importanza non marginale. Al riguardo,
scrive, con grande acume e lungimiranza: 

Non sono da trascurarsi per niun conto le storie delle malattie rare
e sconosciute, perché, sebbene il più delle volte manchino dell’imme-
diata utilità, sono però dei materiali che, messi da parte per poco, indi
congiunti ad altri, possono servire di base ad un solido edificio.

Nei suoi scritti Palletta, ancor più che alla comunità scientifica,
pare rivolgersi al “medico pratico”, affinché possa prevenire e curare,
evitando gli errori del passato che ostinatamente permangono anche nel
presente. Egli si impone come un nuovo e moderno esponente di un
ormai inevitabile “revisionismo chirurgico”. Con decisione, e talora con
espressioni non sempre moderate, critica terapie e tecniche chirurgiche
che considera inadeguate o comunque superate, proponendo soluzioni
più adatte ed efficaci, dettate dalla sua eccezionale esperienza maturata
nell’Ospedale Maggiore.

Piace sottolineare il grande interesse che il Palletta nutriva per la
patologia neonatale, sulla scia dell’opera svolta nei decenni precedenti
dal suo maestro Pietro Moscati, e pure dal di lui padre Bernardino, i
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quali, come è noto, ebbero un ruolo preminente nell’elaborazione di un
progetto di riforma dell’assistenza agli esposti, individuando gli inter-
venti necessari, secondo approcci diversi.31

Il Moscati prima e il Palletta successivamente si proponevano di
favorire lo sviluppo dei piccoli infelici in giovani robusti da inserire
nella società con un onesto lavoro. 

Delle sue opere di maggior rilievo si è già detto: non vi è settore
medico-chirurgico nel quale non ebbe da esprimere la sua opinione.
Due furono i principi a cui spesso si riferiva sia nella sua attività profes-
sionale, sia nell’insegnamento: confidare nella natura e non trascurare
le sempre presenti ed attive energie dell’organismo. Per Palletta, una
vigile attesa era più efficace di un incauto ed immediato intervento ed
alcune guarigioni si potevano ottenere spontaneamente evitando inutili
e dannose aggressioni chirurgiche. 

Un atteggiamento, questo, di semplice buon senso, che si ripre-
sentava ad esempio nella vera e propria battaglia che per tanti anni fece
contro la pratica del salasso. 

La sua “modernità” emerge anche dal favore con cui sempre
accolse la sperimentazione, sia clinica che di laboratorio. Con la speri-
mentazione clinica riuscì a smascherare le presunzioni di improvvisati
“sapienti” ciarlatani (si pensi al caso della stravagante cura del cancro
di tale dottor Flores che proponeva l’ingestione di lucertole).

Per quanto riguarda la sperimentazione animale, a lui si rivolsero
Giuseppe Baronio e anche Alessandro Volta. Baronio praticò infatti alcu-
ni esercizi di rinoplastica su cadavere nella sala anatomica dell’Ospedale
Maggiore di Milano. Medico fisico, l’autore degli Innesti aveva necessità
di coinvolgere anche maestri della chirurgia per soddisfare le finalità
applicative delle proprie ricerche, cosa che fece fin dagli esperimenti sul
montone, coinvolgendo Palletta nelle operazioni.32 Alessandro Volta, dal
canto suo, incuriosito dalle nuove esperienze del Galvani sull’elettricità
animale, dopo un iniziale scetticismo, infine si «convertì», come egli stes-
so disse, cominciando «ad essere testimonio oculare e operatore stesso
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31   Cfr.: A. Terreni, “Parere di Bernardino e Pietro Moscati intorno alla scelta
d’un metodo più atto alla maggiore possibile conservazione de’ bambini esposti nello
Spedal Maggiore di Milano, scritto per superior comando nel giugno dell’anno 1771”,
Appendice documentaria I, in R. Dionigi, Bernardino Moscati, cit., pp. 127-146.

32   GIUSEPPE BARONIO, Degli innesti animali, Milano, Dalla Stamperia e
Fonderia del Genio, 1804, pp. 12, 32, 45, 46, 58, 64.
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dei miracoli, e passato forse dall’incredulità al fanatismo». Nella fase ini-
ziale di questi suoi esperimenti si avvalse prevalentemente delle rane, ma
successivamente decise di ripeterli su animali a sangue caldo «aiutato la
prima volta dall’eccellente chirurgo e Anatomico di Milano D.r Palletta,
coll’assistenza pure del D.r Baronio».33

Palletta, contrariamente al suo maestro Moscati, che divenne il
consigliere più fidato di Napoleone nelle faccende interne della vita
milanese, mai volle interessarsi di politica, mai si schierò apertamente e,
pur avendo messo da parte un consistente patrimonio grazie alla sua
intensa attività chirurgica, fu sempre coscienzioso e alieno da ogni pra-
tica di affari.

In conclusione, Giovanni Battista Palletta può considerarsi il
primo chirurgo che in Italia, tra il Settecento e l’Ottocento, ossia agli
albori della chirurgia moderna, si sia presentato come un vero innova-
tore, grazie alla sua opera di revisione di teorie e tecniche obsolete,
diventando uno dei massimi esponenti di una nuova cultura medico-
chirurgica liberata da secolari incrostazioni, sovvertendo in tal modo
antiche “certezze” e credenze fisio-anatomo-patologiche e lasciando in
eredità alle nuove generazioni di chirurghi, in molteplici settori, una
innumerevole quantità di felici intuizioni, alcune delle quali possono
considerarsi tuttora valide.
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1816, pp. 36-37.

3_Rendiconti_SCIENZE_dionigi.qxp_03 cerutti  20/03/20  13:56  Pagina 54



ALCHIMIA, PRELUDIO ALLA CHIMICA?

Nota del m.e. GIANNANTONIO SACCHI LANDRIANI (*)

(Adunanza del 21 aprile 2016)

SUNTO. – Scopo di questa comunicazione è la ricerca, nella Biblioteca scientifica anti-
quaria dell’Istituto Lombardo, di documenti che preludano alla chimica. Come noto la
chimica ha avuto un rigoroso assetto alla fine del XVIII secolo. Di fatto abbiamo tro-
vato alcuni libri concernenti complicate e raffinate empiriche tecnologie particolarmen-
te relative alla lavorazione di metalli e alla realizzazione di colori per la realizzazione di
ceramiche. È necessario ricordare che durante la Rinascenza il clima culturale scientifi-
co era alchimistico. La diffusione di informazioni riguardanti queste attività erano gelo-
samente custodite fra i membri delle corporazioni. Questa può essere considerata una
ragione della povertà di documenti originali.

***
ABSTRACT. – This paper aims to a review, in the antiquarian scientific library of the
Istituto Lombardo, able to find forerunner documents of chemistry. As it is well known
chemistry found a rigorous settlement at the end of XVIII century. Actually we have
found some books concerning complicated refined empirical technology particularly
devoted to metal and making of colours for ceramic processing. It is necessary remem-
ber that during Renaissance the scientific cultural climate was alchemistical. So the
spread of information concerning this kind of activities among members of guilds was
nearly secret. This is the reason why the number of documents found is very poor.

CONSIDERAZIONI INTRODUTTIVE

Il proposito di questo intervento è dettato dal desiderio di avvici-
narci alla conclusione di un itinerario iniziato da un paio d’anni. In pre-
cedenti comunicazioni avevamo presentato notizie relative a esplorazio-
ni di cinquecentine scientifiche, appartenenti alla biblioteca del nostro

(*) Politecnico di Milano, Istituto Lombardo Accademia di Scienze e Lettere,
Milano, Italia. E-mail: glansacchi.landriani@gmail.com

Istituto Lombardo (Rend. Scienze) 150, 55-71 (2016)Chimica

4_Rendiconti_SCIENZE_sacchi landriani.qxp_03 cerutti  20/03/20  13:57  Pagina 55



Istituto, in tema di matematica e fisica, di medicina e scienze naturali,
di astronomia. Sembrava non irragionevole (al fine di ampliare l’esplo-
razione dei documenti scientifici del XVI secolo) rivolgere l’attenzione
a quanto poteva preludere alla nascita della chimica, coscienti della cir-
costanza che questa disciplina avrebbe avuto un assetto scientificamen-
te definito a partite dal XVIII secolo.

Si tratta di un patrimonio librario (quello strettamente relativo a
questo argomento) dotato di un numero esiguo di esemplari (e modesto
contributo è pubblicato in cataloghi generali, quali ICCU e EDIT16).

Gli ingegnosi pensieri e le drammatiche speranze del XVI secolo
erano, sotto la cappa dell’Astrologia, un insieme di tentativi di osserva-
zioni di fenomeni complessi, di conclusioni fumose, ma formulate con
acume, fantasia e ingegno. In quanto segue daremo rilievo ad alcuni
autori che ci sembrano i più significativi, tra quelli della nostra biblio-
teca, quali anticipatori di concetti propri di innovatrici tecnologie.

La circostanza che nel XVI secolo la cultura non fosse organizza-
ta, come l’attuale, in distinte discipline definite in ambiti precisi, rende
complesso il discernere in un autore quanto potesse preludere alla non
ancor definita Chimica.

Tutto era confluente in un ambito immaginifico dove la botanica,
l’astronomia, la farmacologia, la medicina, confinavano con la teologia
o con la sapienza aristotelica.

E’ ammirevole comunque la profonda aspirazione degli antichi
autori a prefigurare una conoscenza organizzata.

Significative notizie sono contenute nell’ambito di dottrine dalla
forte tradizione come la botanica, la farmacia, l’anatomia.

Un argomento che merita una particolare attenzione è relativo alla
preparazione dei colori (grandi vetrate di cattedrali, dipinti, affreschi).

Il Cinquecento è il secolo d’oro della maiolica italiana. Richiesta
dai Signori, le stoviglie istoriate ormai di svariate forme, facevano bella
mostra nei saloni ed erano spesso affiancate da stoffe pregiate e suppel-
lettili in oro e argento, quali simboli di potenza economica.

La produzione ceramica in questo periodo fece un salto di qualità,
arrivando a dialogare strettamente con la pittura contemporanea (spesso
copiandone le composizioni grazie al circolare delle incisioni) con la
nascita di botteghe di pittori specializzati in questo tipo di decorazioni.

Le tecniche utilizzate presupponevano conoscenze empiriche
complesse relative al valore cromatico di una sostanza, tenendo conto
delle dimensioni degli oggetti e delle particelle usate nei pigmenti. La
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composizione dei colori era eseguita secondo ricette spesso tenute
segrete dagli artefici, o nell’ambito delle specifiche corporazioni.

La composizione chimica dei materiali usati in quell’epoca è stata,
e non completamente, analizzata soltanto a partire dal XIX secolo. Oggi
lo è sulla base delle proprietà studiate per sistemi nanotecnologici.

Si ha notizia di interessanti contributi cinquecenteschi, che citano
la problematica connessa alla produzione di colorazioni e pertanto con
osservazioni che appartengono a prolegomeni della futura chimica,
almeno dal punto di vista tecnologico.

Stupisce che Giorgio Vasari (1511-1574) ne LE VITE, opera edita
nel 1550, ammette di non aver saputo (o forse voluto) svelare i segreti
degli smalti, dei colori, delle arti applicate alla tecnologia del fuoco
(vetro, mosaico, ceramica).

Grande notorietà ebbe all’epoca, e tutt’ora la conserva, l’opera del
1548 di Cipriano Piccolpasso (1524-1579) [riprodotta per intero alla pagi-
na line Google] LI TRE LIBRI DELL’ARTE DEL VASAIO [IN QUIETE-
Introduzione di Giulio Vada MMII] il cui contenuto è dedicato in gran
parte alla smaltatura delle terrecotte con interessanti indicazioni, non
certe ma attendibili, sugli elementi e relative applicazioni usate da Luca
della Robbia nel XV secolo e dai suoi eredi nel XVI e XVII secolo.

Si tratta di un’opera che tende a svelare i segreti dei «vasari» senza
tuttavia abbordare una elaborazione abbastanza sistematica da appog-
giare ad un tecnica scientifica. Non è trascurabile che il Piccolpasso
fosse coevo ed interlocutore di Donatello e di Brunelleschi. Inoltre è
opportuno ricordare che la ceramica arrivò a dialogare con i pittori
contemporanei e con le loro botteghe.

Il procedimento contemplava la preparazione e la foggiatura del-
l’impasto argilloso, la sua essicazione e cottura a biscotto, quindi la smal-
tatura. Materia prima è sabbia, silice non inquinata da ferro o titanio.

La silice fonde a più di 1700° C, temperatura non raggiungibile
allora, ed era quindi necessario aggiungere fondenti per aumentarne la
fusibilità e però assicurare la scorrevolezza degli smalti ossia alcali,
sodio, potassio, e piombo. Era importante fondere il piombo con la sili-
ce (silicato di piombo) ossia vetro a bassa fusibilità dotato di alta bril-
lantezza (che si deve al piombo). 3 parti di piombo+1 parte di sabbia.

Il Piccolpasso afferma di conoscere il segreto di spalmare
l’ORPIMENTO (pigmento d’oro+solfuro d’arsenico in cristalli di color
giallo oro) sui bordi del BISCOTTO (terracotta o ceramica di prima
cottura destinata a ricevere il rivestimento vetroso).
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Un adagio del tempo affermava:

L’ossido di stagno conferisce bianco. L’arsenico dà brillantezza.
Il piombo fa lustro, lo stagno fa bianco.

La stima della temperatura era effettuata, in quel tempo prece-
dente all’invenzione dei termometri, mediante l’osservazione ad occhio
nudo del colore assunto dal pezzo in lavorazione.

Le tecniche utilizzate presupponevano conoscenze empiriche
complesse relative a colori, dimensioni, particelle usate nei pigmenti.

Benché non strettamente attinente al tema di prologo della chimi-
ca, ma piuttosto alla fisica (in particolare l’ottica) e con accenni di ana-
tomia (oftalmia), comunque con caratteristiche scientifiche marcate e
preveggenti per l’epoca, è l’opera, presente nella nostra biblioteca di
Cartesio [RENATUS DES CARTES] (1569-1650) dal titolo de HOMI-
NI FIGURIS. In buono stato di conservazione consta di 122 pagine +
tavole fuori testo, h 20 cm.

L’OPERA DEL SENESE VANNUCCIO BIRINGUCCIO

Al senese Vannuccio BIRINGUCCIO (1480-1539), autore signi-
ficativo nella storia della scienza, ma soprattutto della tecnologia, dob-
biamo riconoscere notevole maestria nella presentazione di tecniche
applicate alla produzione di oggetti metallici, come illustreremo nel
seguito. Tecnologie che facevano appello all’uso della fusione dei metal-
li per creare armi, oppure campane, tanto che troviamo nel frontespizio
della sua maggiore opera la sintesi del contenuto che segue.

P I R O T E C H N I A
L I D I E C I L I B R I D E L L A

P I R O T E C H N I A
Nelli quali fi tratta non solo la diuerfita
delle minere,ma ancho quanto fi ricer
ca alla prattica di effe:e di quan//

s’appartiene all’arte della
fufione ouer getto de me
talli,e d’ogni altra co//

fa a quefta fo//
migliante

Far campane, artiglieria, fuochi artificiali e diuerse cose utilissime.
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Per ottenere pregevoli risultati ci si valse della sapienza ereditata
da antichi studiosi esperti nell’individuare le miniere dalle quali trarre
il grezzo per isolare soprattutto metalli. E con questi creare leghe quali
il bronzo, l’ottone, l’acciaio.

Nella stessa utopia alchimistica, di trasformare qualunque vile
sostanza in oro, v’è un germe delle trasformazioni tipiche dell’attuale
disciplina chimica.

Fig. 1 – L A PIROTECHNIA LI DIECI LIBRI DELLA PIROTECHNIA edizione 1550.

In Fig. 1 si presenta L A PIROTECHNIA LI DIECI LIBRI
DELLA PIROTECHNIA editi per il s. Vannuccio Biringuccio nobile
senese (1480-1539) COL PRIVILEGIO APOSTOLICO, e della
C.Maestà dell’Illuss. Senato Veneto nel MDL

Si tratta probabilmente di una seconda edizione. Questa edizione
del MDL non è catalogata ICCU.

La prima edizione citata [IT/ICCU/RAV/1930982] sembra essere
del 1540 con un solo esemplare. Ma gode di ampia bibliografia del XX
secolo.

In Fig. 2 è presentata l’edizione datata MDLIX in VENETIA –
Appresso Geronimo Giglio e compagni. Si tratta di un esemplare pur-
troppo fortemente danneggiato in frontespizio e con scritte a mano
illeggibili. È catalogato [IT\ICCU\BVEE\014052].

Si tratta di una pubblicazione avvenuta un decennio dopo la
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morte dell’autore. Molto diffusa all’epoca e tuttora molto studiata dagli
specialisti.

Fig. 2 – Successiva edizione datata MDLIX.

Fig. 3 – La pagina 122 dedicata al PROEMIO DEL LIBRO NONO.

In Fig. 3 è rappresentata la pagina 122, dell’edizione del MDL,
dedicata al PROEMIO DEL LIBRO NONO con DELLA PRATICA
DI PIÙ ESERCIZI DI FUOCO (cartella 123).
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Fig. 4 – Completo indice analitico di PIROTECHNIA edizione del MDL.

L’insieme della Fig. 4 è la presentazione completa dell’indice ana-
litico di PIROTECHNIA edizione del MDL. I dieci libri sono descritti
con precisione e trattano delle miniere d’argento, rame, piombo, ferro
e della pratica di fare l’acciaio e l’ottone. Indicano inoltre come lavorare
i minerali per isolare gli elementi con tecniche di fonderia.

CONSIDERAZIONI DI BIRINGUCCIO SULL’ARTE ALCHIMICA

La pagina a destra (Fig. 3) è dedicata al tema DELL’ARTE
ALCHIMICA IN GENERALE cap I (car 123).

Sembra opportuno tracciare una sintesi delle considerazioni in
tema di Alchimia di Biringuccio, riconoscendogli una notevole capacità
di preveggenza sugli sviluppi della conoscenza.

L’autore, nelle cartelle 123 e 124 della sua opera, si chiede cosa sia
“l’arte alchimica che oggi con tanta cura si cerca e desidera”.

Premette la distinzione di due vie di praticare l’alchimia: la prima
rispettabile ancorché immatura, la seconda cattiva ed esecrabile. Si
pone in una posizione prossima alla prima pur dimostrando eccezionale
capacità critica.

In particolare riconosce la notorietà della prima via pur essendo
scettico sui risultati, consistenti essenzialmente nella trasformazione
della materia con il miraggio di ottenere oro e argento. Ma è un estima-
tore di quanti, da lui definiti buoni alchimisti, cercano di capire in defi-
nitiva la natura delle materie, in particolare metalliche. Si professano
medici dei corpi minerali e collaboratori della natura in quanto cercano
di purgare i detti corpi dalle impurità, di liberarli dei difetti e se neces-
sario di aggiungere virtù. La tecnica ricorrente è quella della frantuma-
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zione, del ridurre in polvere per isolare le sostanze di base, e mescolan-
dole di trovare nuove sostanze.

In generale costoro soni colti, rigorosi e in itinere cercano di tro-
vare benefici per l’umanità. Esempio fondamentale è lo sviluppo della
farmacopea. Il buon alchimista non deve essere povero, poiché la sua
disciplina è costosa; non deve essere avaro, perché moralmente tenuto
a far conoscere i propri risultati; deve essere un genuino amante della
conoscenza.

Biringuccio ha parole severe nei confronti di coloro, definiti cat-
tivi alchimisti, che si valgono dell’alchimia con mala intenzione.
Operano con tecniche scorrette e disordinate (per esempio nella cattiva
gestione dei fuochi) e vogliono spacciare l’ottone come oro, il vetro
come cristallo, gli smalti come gemme. Si comportano in sostanza come
avidi imbroglioni.

Fig. 5 – Forni per la distillazione con molti alambicchi.

Nella Fig. 5 vengono illustrati accuratamente forni per la distilla-
zione con gli scarichi dei fumi e soprattutto dotati di molti alambicchi
atti a raccogliere all’esterno il distillato.

Si noti nella pagina di destra l’illustrazione di forni a riverbero.
L’autore desidera mostrare in disegno le forme di due altri fornetti. Il
primo, quello a riverbero, “inventato” da alchimisti e realizzato per
contenere molte fiamme. Il secondo permette di distillare, sublimare, e
fondere. Ingegnosa e delicata la tecnica del forno a riverbero perché il
calore è fornito da un gas ad alta temperatura che lambisce il materiale
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in trattamento. Una difficoltà rilevante è connessa con la circostanza
che all’epoca le temperature facilmente ottenibili si aggiravano sui
novecento gradi centigradi (con stima a vista) generati per lo più da pol-
vere di carbone combusta.

Fig. 6 – Tecniche di raffreddamento del distillato.

Nella Fig. 6 si illustrano altri forni per la distillazione con partico-
lare riguardo alle tecniche di raffreddamento del distillato prima di
essere raccolto nei vasi. Si illustrano serpentine per prolungare il per-
corso del distillato, e tecniche di stabilizzazione della temperatura di
distillazione con dispositivi ad acqua in Bagno-Maria.

In Fig. 7 è illustrata una raffinata tecnica per “far l’oro in filo”. Si
illustra la possibilità di realizzare sottili cavi la cui anima sia d’argento
o rame e soltanto la parte esterna in oro. Il fine è di ridurre il costo di
realizzazione sί che risplendano come auree massicce (come ad esempio
nel caso di uniformi militari).

Si realizza facilmente una verga sottile d’argento o di rame. La si
lavora a martello e la si rifinisce a lima. Si introduce poi in un fornello
con carbone e fiamma d’ontano, portandola sino a quasi fusione per
poterla infine trafilare sί da renderla “TANTO FINE CHE QUASI
L’OCCHIO NON COGLIE”.
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Fig. 7 – Dispositivo per produrre fili d’oro a partire dal massello.

Fig. 8 – L’ultima pagina dell’opera di Vannuccio Biringuccio.

Nella pagina (Fig. 8) di chiusura la marca è di estrema raffinatez-
za grafica con l’indicazione del nome dell’editore CURTIO FABIO. Si
noti che la dicitura al piede della pagina precedente recita: IL FINE e
la dicitura in Vinegia, per Giouan Padoano, a istantia di Curtio Nauò.
Segue una scritta a mano, probabilmente un EX LIBRIS. h cm 21,
pag. 169.

Molto chiara la data di edizione MDL. Segue una firma difficil-
mente interpretabile.
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DUE OPERE DI IMPOSTAZIONE ALCHIMICA

Nelle due Figure seguenti (Figg. 9-10) si illustrano due opere non
propriamente relative ad aspetti riguardabili come prolegomeni della chi-
mica, ma piuttosto da ritenersi contenitori di aspetti molto elementari
della chimica. Sono infatti destinati allo studio della farmacopea e costi-
tuiscono comunque due reperti interessanti dal punto di vista bibliogra-
fico orientato alla scienza.

In Fig. 9 è presentata un’opera dal titolo Examen omnium
Syruporum publicus vfus [usus] est.

Si tratta di un volume contenente tre contributi di carattere tera-
peutico. I primi due sono dello stesso autore indicato in figura dedicati a
medicamenti. Il primo, di pagine 131+index, è edito in VENEZIA
MDXLV e il secondo, di pagine 205, è datato MDXLIX. In
[ICCU\BVEE\0011476] si dichiara l’esistenza di 17 esemplari. Preziosa
la marca dell’editore.

Fig. 9 – Volume contenente due contributi di ANTONIO MUSA BRASAVOLA
ferrarese (1500-1555) ed un contributo di ORIBASIO SARDANI.

Il terzo contributo è di ORIBASIO SARDIANI ed è legato nel
volume precedente. Dedicato alla preparazione di medicinali. Edito
in VENETIJS MDLVIII reca un ex libris scritto a mano che potrebbe
leggersi Ex Zacharia’ Caimi, h cm 14,7, pagine 216+note+index.

L’intera opera contiene tracce di attenzione a elementi di studio
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analitico che potrebbero indurre ad un vago preludio di sistematica chi-
mica. Si tratta di opera in buono stato di conservazione e di un certo
pregio bibliografico.

Fig. 10 – Opera di LEVINO LEMNO (1505-1568).

In Fig. 10 è presentata l’opera di LEVINO DEMNIO dal titolo
Occulta Natura Miracula, pag. 164, in folio h cm 14,5. Rilegatura ori-
ginale, stato di conservazione mediocre, prima pagina interamente
strappata, molte scritte a mano in inchiostro quasi illeggibili, timbro IL
del periodo Lombardo-Veneto. In basso alla pagina di frontespizio una
scrittura leggibile nella parte terminale con la dicitura 1597 die 21 may,
nella seconda pagina di copertina una lunga scritta di difficile interpre-
tazione. Presenta un elenco numerato degli argomenti trattati, seguito
da RERUM ET SENTENTIARUM HUIUS OPERIS INDEX, tratta di
malattie fisiche e psichiche senza indicazioni terapeutiche e con un lin-
guaggio ispirato ad interpretazioni misteriose e magiche.

Quest’opera ha avuto una grande fortuna editoriale come risulta
dalla lista che segue:
ANTWERPIAE 1561 ed Guillelmum Simonem, in latino, non catalo-
gata ICCU, VENETIA 1560 ed Ludovico Auanzi, in italiano, 14 esem-
plari in [ICCU\BVEE\004751]
1563 idem IT 16 esemplari in [ICCU\BVEE\004802]
1567 idem IT 12 esemplari in [ICCU\BVEE\004821]
1573 COLONIAE ed Johann Birkmann, in latino, 2 esemplari in
IT[ICCU\BVEE\004825]
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UN’OPERA POSTUMA DI PARACELSO

Dotato di una personalità prepotente TEOPHRASTUS PARA-
CELSO (Einsiendeln 1493- Salisburgo 1541) si è dedicato a vastissimi
ambiti culturali. Si professa infatti medico, con qualche lampo di fisio-
logia, farmacologo nuovissimo perché fu tra i primi ad affermare che
anche sostanze minerali, e non soltanto vegetali come sino ad allora si
riteneva, potessero proficuamente essere utilizzate per creare medica-
menti. Non disdegna di valersi s’una vaga psicologia che appartiene
disciplinarmente alla magia, definisce lo zolfo come nuovo elemento.
Un aspetto di rilevante interesse risiede nei commenti finali agli
Aforismi di Ippocrate. Gli Aforismi non hanno specifico carattere
riguardante la chimica, ma interessanti osservazioni riguardanti l’atteg-
giamento corretto di chi intende dedicarsi a studi scientifici.

Embrioni di chimica vanno cercati piuttosto nei ricettari e negli
elenchi di elementi come vedremo illustrati.

Fu coevo, all’università di Ferrara, di Copernico. Fu corrispon-
dente di Marsilio Ficino e Piero della Mirandola.

La concezione che Paracelso ebbe della scienza tradisce una note-
vole apologia.

Riteneva la scienza fosse “talmente alta” da non poter essere rag-
giunta con lo studio, come comunemente veniva sostenuto, ma d’es-
sere accessibile solo per rivelazione alla quale si poteva a sua volta
giungere con la perfetta conoscenza di Dio. Lo studio doveva quindi
essere inteso come un mezzo soltanto necessario per raggiungere la
scienza.

Alcuni autori hanno attribuito a Paracelso un concetto globale di
Scienza e Religione.

A lui viene attribuita l’espressione:

Come si conosce la Scienza nella conoscenza di Dio, così si giunge
meglio a Dio nella conoscenza della Scienza.

Paracelso avversava Aristotele perché ne rifiutava i quattro fonda-
mentali elementi (aria, terra, acqua, fuoco). Nel linguaggio di Paracelso
sono presenti elementi squisitamente astrologici e aspirazioni alla futu-
ra scienza in particolare chimica. Singolare la pretesa di spiegare una
fenomenologia cosmica con termini chimici: certi astri sulforeggiano,
altri arsenicano, altri salano, altri mercuriano. Nel mare magnum cioè
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nell’atmosfera in tal modo procurano le malattie. Sottolineare la neces-
sità di fornire all’organismo i minerali (che sono nel macrocosmo e defi-
cienti nel microcosmo).

Il vero scopo della chimica non consiste nella preparazione dell’oro,
bensì nella preparazione della medicina (Iatrochimica).

In tempi d’assenza di definiti metodi sperimentali, Paracelso pre-
dicava la necessità del lavoro di laboratorio e di osservazione, soprattut-
to in medicina.

Col nome di chimico indicava chi preparava medicine, estratti e
sali. Chi eseguiva ricerca chimica veniva definito “philosophus per
ignem”.

Una interessante raccolta di Afforismi di Ippocrate commentati
da Paracelso si trova nell’Opera Theatro d’Arcani di Ludovico
Locatelli edita a Milano (Fig. 11) nel M:DC:XLIV, stato di conserva-
zione mediocre, pag. 436, molte scritte a penna indecifrabili, contri-
buto di Paracelso da pag. 374, Copertina originale , h. cm 17.2.

In Fig. 12 si presenta la pagina 174 iniziale del testo dovuto a
Paracelso. Segue nella Fig. 13 la lista intitolata Esplicazione de nomi de
Filosofi dedicata a nomenclatura di sostanze dovute alle nomenclature
dei sapienti, ovvero filosofi, e seguita dalla dicitura volgare. Si rilevi la
preoccupazione di divulgare la conoscenza “scientifica” atteggiamento
proiettato sul futuro di un autore, come Paracelso decisamente
Alchimista.

Fig. 11 – Frontespizio del Teatro d’Arcani.
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Fig. 12 – Inizio del testo di Paracelso.

Nei commenti di Paracelso appare almeno in due circostanze l’e-
spressione CHIMICA.

Infatti, con riferimento al TEATRO D’ARCANI, si legge:

alla riga 20 di pagina 402, Perché tù possi intendere li libri CHIMICI,
che ti capiteranno nelle mani …
alla riga 9 di pag 403, … vocaboli ofcuri che , chi non è buon CHIMICO
vero figlio dell’arte non è possibile intenderli …

Fig. 13 – Lista dei nomi dati dai Filosofi e usati nel volgare.

Si tratta di citazioni esplicite della parola CHIMICA per intende-
re fenomeni di difficile interpretazione alla luce dell’alchimia.
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Fig. 14 – Chiusa dei commenti di Paracelso agli AFFORISMI.

Nella Fig. 14 è rappresentata una pagina della chiusa dei com-
menti di Paracelso agli aforismi di Ippocrate con i paragrafi:
Experimentum fallax e Judicium vero difficile. Si presenta una sintesi
dei due contributi la cui impostazione epistemologica sembra essere di
sorprendente attualità. Il che risulta particolarmente interessante qua-
lora si pensi che si debbono ad un autore la cui attività ha avuto luogo
nella prima metà del XVI secolo. 

Experimentum fallax

Le cose naturali mutano di qualità con lo scorrere del tempo. …
le cose che oggi sono certe domani saranno fallaci, perché quanto è nel
nostro dominio è tutto fallace.

Judicium vero difficile

E’ vero che possiamo giudicare con sicurezza quello che vediamo
con gli occhi e tocchiamo con le mani. Ma il voler giudicare quello che
l’uomo immagina non è cosa facile, perché mentre giudichiamo ingan-
niamo noi stessi con un’opinione, e formuliamo giudizi di quanto non
abbiamo mai visto né conosciuto avendo investigato con argomenti
sofistici e fallaci … [Noi] vediamo con gli occhi solamente il corpo, ma
non possiamo vedere lo spirito nel quale è posto il fondamento.
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OPERE (XVI-XVII sec.) CONSULTATE

BIRINGUCCIO Vannuccio, (1550) Pirotechnica, Venezia MDL.
BIRINGUCCIO Vannuccio (1559) Pirotechnica, Venezia MDLIX.
LOCATELLI Lodovico (1644) Teatro d’Arcani, Milano MDCXLIV.
DES CARTES Renatus (1662) De Homine Figuris, MDCLXII s.i. h 20.4 cm.
GESNERUM (TEGURINUM) Conradum (s.d.) Historia plantarum (a penna, pag.

281+contributo di Theofrasto) h 14,5 cm, .
LEVINI LEMNII (1561)…Occulta naturae miracula… Testo latino, Anrverpiae,

h 24,3 cm.
MUSAE BRASA’UOLI Antonii (1545) SCIROPPI,… Venezia MDXLV, h 14,7 cm.
PARACELSO THEOPHRASTI, COMMENTI ad Aforismi di Ippocrate (in THEA-

TRO D’ARCANI di Locatelli Lodovico). Milano MDCXLIV.
PICCOLPASSO Cipriano (1548) Li Tre Libri dell’arte Del Vasaio, Firenze MDXLVIII.
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Sunto. – In queste note o�ro una panoramica di diversi risultati della teoria dei sistemi
quantistici a molti corpi, al con�ne tra la meccanica statistica quantistica matematica e la teo-
ria della materia condensata. In particolare, discuto alcuni risultati recenti sull’universalità dei
coe�cienti di trasporto di sistemi di elettroni interagenti, e, nello speci�co, sull’indipendenza
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functions, on the interaction-independence of the conductivity.
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1. Introduction

The attempt to understand the macroscopic properties of quantum matter
starting from�rst principles is a central challenge in theoretical physics, which
dates back to the early days of quantum mechanics. There are several exotic
phenomena that are still far from being fully understood, some of which are
well known since more than a century: think, for example, to superconduc-
tivity and super�uidity, which have �rst been observed in 1911 [48] and 1937
[3, 39], respectively. Other important quantum phenomena have been dis-
covered or observed only much more recently: think, e.g., to the integer and
fractional quantumHall e�ect (observed in 1980 [40] and 1982 [53], respec-
tively), to high-Tc superconductivity (discovered in 1986 [13]), or to Bose-
Einstein condensation (observed in a gas of cold atoms in 1995 [5, 16, 24]).

In several cases, approximate or heuristic theories are available for un-
derstanding the microscopic mechanism behind these exotic phenomena: I
refer here, e.g., to the BCS theory of standard superconductivity [10, 11], to
the Bogoliubov theory of Bose-Einstein condensation [15], or to the theory
of the integer quantumHall e�ect [41, 51, 34, 52]. Other phenomena remain
less understood, such ashigh-Tc superconductivity [4] or the fractional quan-
tumHall e�ect [42], whosemicroscopic origin is still debated, and are among
the central challenges of the current research in condensed matter theory.

Even in the cases that are better understood, mathematical proofs of
the quantum phase transitions of interest are typically missing, which indi-
cates an incomplete understanding of the subject: for instance, in standard
superconductivity, there is no systematic way of controlling the corrections
beyondmean�eld, which is the basic approximation that BCS theory is based
on. In the context of Bose-Einstein condensates, a full proof of condensation
for a homogenous gas in the thermodynamic limit is missing, which is a sig-
nal of our poor understanding of the phenomenon of continuous symmetry
breaking in quantum many-body systems. In the context of the quantum
Hall e�ect, a proof of the stability of the Hall plateaux in the presence of dis-
order and electron-electron interactions has still to come, which is a signal of
our poor understanding of the interplay between disorder and many-body
interactions.

Notwithstanding these limitations, the last years witnessed very impor-
tant developments in the rigorous understanding of these elusive phenom-
ena, at the interface between mathematical and theoretical physics. By com-
bining the ideas developed in the last decades in the condensed matter com-
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munity, including the use of Ward Identities in formal perturbation theory,
the use of e�ective �eld theories, and the proposal of geometrical indices char-
acterizing the ‘quantum topological phases’, with sophisticated mathemat-
ical tools, such as functional inequalities, localization bounds, constructive
�eld theory and multiscale analysis, we acquired a better understanding of
several remarkable phenomena, including, e.g., Bose-Einstein condensation
[44], quantum magnetism [23], and the universality of quantum transport
coe�cients [26, 28, 29, 36], just to mention a few.

In this paper I will review some of the latest developments in the uni-
versality theory of quantum transport coe�cients, which allowed to clarify
certain debated issues connected with the optical conductivity in graphene
[28]. The key new technical tool that emerged from the combination of theo-
retical andmathematical physics ideas, is the implementation ofWard Identi-
ties within the constructive scheme (‘multiscale fermionic cluster expansion’)
that is currently able to control the analyticity and decay of correlation func-
tions for the ground state of several two-dimensional interacting electron sys-
tems. Note that a formal use of Ward Identities in the e�ective �eld theory
description of quantum phenomena can easily lead to inconsistent results,
particularly as far as the computation of transport coe�cients is concerned,
cf., e.g., with [37].

In order to make the ideas behind these recent applications as trans-
parent as possible, I will restrict my attention to the study of the universal-
ity properties of the Kubo conductivity, and, in particular, of its transverse
component (Hall conducitivity) in weakly interacting lattice fermions char-
acterized by a gapped (‘massive’) reference non-interactingHamiltonian. For
these systems, the construction of the ground state correlation functions and
the proof of their analyticity properties is particularly simple and, strictly
speaking, does not require a multiscale expansion at all. The extension of the
proof to the gapless case, in particular in the case of graphene-like systems,
requires the use of a multiscale analysis (constructive fermionic renormaliza-
tion group), which goes beyond the purpose of this review.

The argument presented here is based on [29], which I will refer to for
some technical aspects of the proof. However, compared to [29], the proof
presented here has some important simpli�cations in the proof of analyticity
and exponential decay of correlations, as well as in the use of the Schwinger-
Dyson equation.

The plan is to �rst introduce the context, the model and the main re-
sults. Next, I will present the proof, �rst giving an overview of the structure
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of the proof, and then explaining in some details the di�erent steps.

2. The quantumHall effect

Before presenting themain results, letme clarify the context under considera-
tion: the quantumHall e�ect is a peculiar electronic transport phenomenon,
which is observed in thin conducting, or semi-conducting,materials. By ‘thin’,
here, I mean that the material samples under consideration are two-dimen-
sional, or quasi-two-dimensional. The quantumphenomenon of interest has
a classical counterpart, which is important to keep in mind: the classical Hall
e�ect is observed in thin conducting materials subject both to a longitudinal
electric �eld E (along the direction of the current) and to a transverse mag-
netic �eldB, as shown in the picture.

t

B B B

q v

+ ++++++++++ + +
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w

I

− − − − − − − − − − − − −

Fig. 1−A sketch of the setting for the Hall e�ect: a steady longitudinal current I flows in a
thin conductingmaterial, of thickness tandwidthw, in the presence of a transversemagnetic
fieldB. In the picture, the charge q is negative, and the deflection due to the Lorenz force is
schematically represented.

Let t be the �lm thickness, and w the sample width. As the electrons
move in the direction of the current, due to the presence of a transverse mag-
netic �eld, they are subject to the Lorentz force FL = qv ∧ B (here q is the
electron charge and v its velocity), which tends to de�ect them towards the
edges of the sample. In this way, electrons start to accumulate at the edges,
and the accumulation goes on until the transverse electric �eld produced by
these electrons is strong enough to compensate the Lorentz force exactly. The
equilibrium transverse voltage that is generated in this way is known as the
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Hall voltage [33] and is equal to:

VH = vBw.

By rewriting the electron velocity as v = I/(n3dqtw), where I is the inten-
sity of the current, and n3d the (three-dimensional) charge carriers density,
one gets

VH =
IB

n3dqt
.

Note that VH is inversely proportional to the �lm thickness, which explains
why theHall e�ect is easier to observe in thin samples than in thick ones. For
two-dimensional samples, we get the analogous formula: VH = IB/(nq),
where n = n2d is the two-dimensional charge carriers density. Letting I =
jw, where j is the sheet current density, and de�ning the Hall �eld asEH =
VH/w, one �nds that the Hall conducitivity has the following expressions:

σH =
j

EH

=
nq

B
.

Often, this formula for σH is equivalently rewritten in ‘natural units’ as

σH =
q2

h
ν,

where h is Planck’s constant, and, if Φ0 = h/q is the �ux quantum, ν =
nΦ0/B is called the ‘�lling factor’. Written in these terms, the Hall law is a
linear relation between the transverse conductivity and the �lling factor, with
an explicit proportionality coe�cient, equal to the ‘conductivity quantum’
q2/h.

Experimentally [40] it turns out that at low temperatures and/or large
magnetic �elds, when the �lling factor is of the order of a few units, the sys-
tem displays a quantization e�ect: σH displays ‘plateaus’ onwhichσH is con-
stant at a remarkable precision (∼ 10−9). This quantization e�ect is well
understood, at a mathematically rigorous level, in the case of non-interacting
electron models, including, possibly, disorder, i.e., a random potential [2, 9,
14, 52].

Thekeyobservationbehind themathematical theoryof the integerquan-
tumHall e�ect is the interpretation of the transverse Kubo conductivity as a
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of the proof, and then explaining in some details the di�erent steps.

2. The quantumHall effect

Before presenting themain results, letme clarify the context under considera-
tion: the quantumHall e�ect is a peculiar electronic transport phenomenon,
which is observed in thin conducting, or semi-conducting,materials. By ‘thin’,
here, I mean that the material samples under consideration are two-dimen-
sional, or quasi-two-dimensional. The quantumphenomenon of interest has
a classical counterpart, which is important to keep in mind: the classical Hall
e�ect is observed in thin conducting materials subject both to a longitudinal
electric �eld E (along the direction of the current) and to a transverse mag-
netic �eldB, as shown in the picture.
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I
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Fig. 1−A sketch of the setting for the Hall e�ect: a steady longitudinal current I flows in a
thin conductingmaterial, of thickness tandwidthw, in the presence of a transversemagnetic
fieldB. In the picture, the charge q is negative, and the deflection due to the Lorenz force is
schematically represented.

Let t be the �lm thickness, and w the sample width. As the electrons
move in the direction of the current, due to the presence of a transverse mag-
netic �eld, they are subject to the Lorentz force FL = qv ∧ B (here q is the
electron charge and v its velocity), which tends to de�ect them towards the
edges of the sample. In this way, electrons start to accumulate at the edges,
and the accumulation goes on until the transverse electric �eld produced by
these electrons is strong enough to compensate the Lorentz force exactly. The
equilibrium transverse voltage that is generated in this way is known as the
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Hall voltage [33] and is equal to:

VH = vBw.

By rewriting the electron velocity as v = I/(n3dqtw), where I is the inten-
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.
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B
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where h is Planck’s constant, and, if Φ0 = h/q is the �ux quantum, ν =
nΦ0/B is called the ‘�lling factor’. Written in these terms, the Hall law is a
linear relation between the transverse conductivity and the �lling factor, with
an explicit proportionality coe�cient, equal to the ‘conductivity quantum’
q2/h.

Experimentally [40] it turns out that at low temperatures and/or large
magnetic �elds, when the �lling factor is of the order of a few units, the sys-
tem displays a quantization e�ect: σH displays ‘plateaus’ onwhichσH is con-
stant at a remarkable precision (∼ 10−9). This quantization e�ect is well
understood, at a mathematically rigorous level, in the case of non-interacting
electron models, including, possibly, disorder, i.e., a random potential [2, 9,
14, 52].

Thekeyobservationbehind themathematical theoryof the integerquan-
tumHall e�ect is the interpretation of the transverse Kubo conductivity as a
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geometric index (�rst Chern number of the Bloch bundle). Unfortunately,
the representation breaks down in the presence of electron-electron interac-
tions.

In this review Iwill give an introduction to the theory of the interacting
quantum Hall e�ect, for a class of two-dimensional lattice electron models
with weak interactions and no disorder. For more general models, in partic-
ular for larger values of the interaction strength, new quantization e�ects are
expected to take place (fractional quantumHall e�ect [50]).

3. The models

The models that I will consider are de�ned as follows. Consider a �nite por-
tion Λ of a two-dimensional Bravais lattice generated by two independent
vectors �1, �2 ∈ R2. I will assume for de�niteness that periodic conditions
are imposed at the boundary, and that the system is periodic of period L in
both directions �1 and �2, so that |Λ| = L2. At each site x of the lattice I
associate a �nite number of fermionic creation/annihilation operators, ψ±

x,σ,
with ‘color’ σ taking values in a �nite index set I . In typical examples, σ can
represent a spin index, and/or the position index within the unit cell associ-
ated with x.

The ‘con�guration space’ consists of vectors in a fermionic Fock space,
labelled by the occupation numbers n = {nx,σ}x∈Λ,σ∈I of the fermions,
with nx,σ = 0, 1. The canonical anti-commutation rules for the creation/
annihilation operators are {ψ+

x,σ, ψ
+
y,σ′} = {ψ−

x,σ, ψ
−
y,σ′} = 0, and

{ψ+
x,σ, ψ

−
y,σ′} = δx,yδσ,σ′ .

The vector in Fock space representing the state with occupation number n is
obtained by acting on the fermionic vacuum |0〉with∏x,σ(ψ

+
x,σ)

nx,σ , where
the product of the di�erent, mutually anti-commuting, operators, must be
performed in some prescribed order, �xed once and for all.

The grand-canonicalHamiltonianof the systemwill be assumed tohave
the following form:

H = H0 + UV − µN, (1)
where

H0 =
∑

x,y∈Λ

∑

σ,σ′∈I

ψ+
x,σH

0
σ,σ′(x− y)ψ−

y,σ′ ,
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V =
∑

x,y∈Λ

∑

σ,σ′∈I

nx,σvσ,σ′(x− y)ny,σ′ , with nx,σ = ψ+
x,σψ

−
x,σ,

and
N =

∑

x∈Λ

∑

σ∈I

nx,σ,

In these formulas,H0 is the ‘hoppingHamiltonian’, andH0
σσ′(x−y) are the

‘hopping strengths’, assumed to be of �nite range and such thatH0
σσ′(x) =

[H0
σ′σ(−x)]∗. The operator V has the interpretation of a density-density in-

teraction, with the coe�cients vσσ′(x) that are assumed to be real, symmet-
ric (i.e., vσσ′(x) = vσ′σ(−x)), and of �nite range. Finally, µ is the chemical
potential, to be �xed in a spectral gap of the unperturbed Hamiltonian, as
discussed in the following.

The spectral properties ofH0 are most conveniently described in terms
of the ‘Bloch Hamiltonian’ Ĥ0(k), which is the Fourier transform of the
|I| × |I| hopping matrixH0(x):

Ĥ0(k) =
∑

x∈Λ

e−ikxH0(x),

where k is an element of the discretized Brillouin zone,

BL :=
{
k ∈ R2 : k =

n1

L
G1 +

n2

L
G2, ni ∈ [0, L) ∩ Z

}
,

andG1, G2 form a basis of the dual latticeΛ∗, i.e.,Gi · �j = 2πδij . I will also
denoteB ≡ B∞.

If, as assumed,H0(x) has �nite range, then the (thermodynamic limit
of the) BlochHamiltonian is a Hermitian matrix, depending analytically on
the momentum k over the Brillouin zone B, with periodic conditions at the
boundary of B. The Bloch Hamiltonian, σ(Ĥ0(k)) = {εσ(k)}σ∈I has a
real spectrum, and the functions εσ(k) are known as the ‘energy bands’.

I assume the chemical potential to be in a spectral gap:

δµ = inf
k∈B

dist
(
µ, σ(Ĥ0(k))

)
> 0. (2)

An important fact is that, if δµ > 0, then the projector P−(k) over the �lled
bands, de�ned as

P−(k) =
∑

α : εα(k)<µ

Pα(k),
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In this review Iwill give an introduction to the theory of the interacting
quantum Hall e�ect, for a class of two-dimensional lattice electron models
with weak interactions and no disorder. For more general models, in partic-
ular for larger values of the interaction strength, new quantization e�ects are
expected to take place (fractional quantumHall e�ect [50]).

3. The models

The models that I will consider are de�ned as follows. Consider a �nite por-
tion Λ of a two-dimensional Bravais lattice generated by two independent
vectors �1, �2 ∈ R2. I will assume for de�niteness that periodic conditions
are imposed at the boundary, and that the system is periodic of period L in
both directions �1 and �2, so that |Λ| = L2. At each site x of the lattice I
associate a �nite number of fermionic creation/annihilation operators, ψ±

x,σ,
with ‘color’ σ taking values in a �nite index set I . In typical examples, σ can
represent a spin index, and/or the position index within the unit cell associ-
ated with x.

The ‘con�guration space’ consists of vectors in a fermionic Fock space,
labelled by the occupation numbers n = {nx,σ}x∈Λ,σ∈I of the fermions,
with nx,σ = 0, 1. The canonical anti-commutation rules for the creation/
annihilation operators are {ψ+

x,σ, ψ
+
y,σ′} = {ψ−

x,σ, ψ
−
y,σ′} = 0, and

{ψ+
x,σ, ψ

−
y,σ′} = δx,yδσ,σ′ .

The vector in Fock space representing the state with occupation number n is
obtained by acting on the fermionic vacuum |0〉with∏x,σ(ψ

+
x,σ)

nx,σ , where
the product of the di�erent, mutually anti-commuting, operators, must be
performed in some prescribed order, �xed once and for all.

The grand-canonicalHamiltonianof the systemwill be assumed tohave
the following form:

H = H0 + UV − µN, (1)
where

H0 =
∑

x,y∈Λ

∑

σ,σ′∈I

ψ+
x,σH

0
σ,σ′(x− y)ψ−

y,σ′ ,
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nx,σvσ,σ′(x− y)ny,σ′ , with nx,σ = ψ+
x,σψ

−
x,σ,

and
N =

∑

x∈Λ

∑

σ∈I

nx,σ,

In these formulas,H0 is the ‘hoppingHamiltonian’, andH0
σσ′(x−y) are the

‘hopping strengths’, assumed to be of �nite range and such thatH0
σσ′(x) =

[H0
σ′σ(−x)]∗. The operator V has the interpretation of a density-density in-

teraction, with the coe�cients vσσ′(x) that are assumed to be real, symmet-
ric (i.e., vσσ′(x) = vσ′σ(−x)), and of �nite range. Finally, µ is the chemical
potential, to be �xed in a spectral gap of the unperturbed Hamiltonian, as
discussed in the following.

The spectral properties ofH0 are most conveniently described in terms
of the ‘Bloch Hamiltonian’ Ĥ0(k), which is the Fourier transform of the
|I| × |I| hopping matrixH0(x):

Ĥ0(k) =
∑

x∈Λ

e−ikxH0(x),

where k is an element of the discretized Brillouin zone,

BL :=
{
k ∈ R2 : k =

n1

L
G1 +

n2

L
G2, ni ∈ [0, L) ∩ Z

}
,

andG1, G2 form a basis of the dual latticeΛ∗, i.e.,Gi · �j = 2πδij . I will also
denoteB ≡ B∞.

If, as assumed,H0(x) has �nite range, then the (thermodynamic limit
of the) BlochHamiltonian is a Hermitian matrix, depending analytically on
the momentum k over the Brillouin zone B, with periodic conditions at the
boundary of B. The Bloch Hamiltonian, σ(Ĥ0(k)) = {εσ(k)}σ∈I has a
real spectrum, and the functions εσ(k) are known as the ‘energy bands’.

I assume the chemical potential to be in a spectral gap:

δµ = inf
k∈B

dist
(
µ, σ(Ĥ0(k))

)
> 0. (2)

An important fact is that, if δµ > 0, then the projector P−(k) over the �lled
bands, de�ned as

P−(k) =
∑

α : εα(k)<µ

Pα(k),
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with Pα(k) the projector over the α-th band, is analytic in k.
Observables O correspond to self-adjoint operators on the fermionic Fock
space, and their expectation value at inverse temperature β is

〈O〉β,L =
Tr e−βHO

Tr e−βH

I denote by 〈·〉 the thermodynamic and zero temperature limit of 〈·〉β,L:

〈O〉 = lim
β→∞

lim
L→∞

〈O〉β,L.

The goal is to characterize the properties of the interacting, in�nite-volume,
ground state 〈·〉, in terms of its ‘correlation functions’ 〈O1 · · ·On〉, withOi

being fermionic operators depending on a �nite number of fermionic �elds.
I will be particularly interested in current-current correlations, in terms of
which one can compute theKubo conductivity, to be de�ned in the following.

Before that, let me discuss a couple of explicit examples of hopping
Hamiltonian H0, which are characterized by a non-trivial behavior of the
Hall conductivity, as the free parameters of the model are properly varied.

3.1 Examples

The Hofstadter model with rational flux. The non-interacting version of this
model describes tight-binding electrons, hopping between nearest neighbor
sites of a square lattice, in the presence of an external, constant, transverse
magnetic �eld. I let Λ be a square lattice, with �1 = (1, 0) and �2 = (0, 1),
and

H0 = −t
∑

x∈Λ

∑

i=1,2

ψ+
x ψ

−
x+�i

eiq
∫ x+�i
x

A·d� +H.c.,

whereH.c. indicates theHermitian conjugate, t > 0 is the hopping strength,
and A is a vector potential corresponding to a constant transverse magnetic
�eld. Choosing, e.g., A = (0, Bx1), the hopping Hamiltonian takes the
form:

H0 = −t
∑

x∈Λ

(
ψ+
x ψ

−
x+�1

+ ψ+
x ψ

−
x+�2

eiqBx1

)
+H.c.
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I assume qB to be a rational multiple of 2π, i.e., qB = 2πm/n, withm,n
relative prime integers, and the system size L to be proportional to n. Note
that the hopping coe�cients are invariant under translations by multiples of
(n, 1). Therefore, it is convenient to introduce a unit cell labelled byn colors,
σ ∈ {1, . . . , n}, so thatH0 can be re-written, after a natural re-labeling of
the �eld and site indices, as

H0 = −t
∑

x∈Λ

[ n−1∑

σ=1

ψ+
x,σψ

−
x,σ+1+ψ+

x,nψ
−
x+�1,1

+
n∑

σ=1

ψ+
x,σψ

−
x+�2,σ

ei2πmσ/n
]
.

The structure of the energy bands depends in a very peculiar (fractal) way on
the value ofm/n: more precisely, the value of the transverseKubo conductiv-
ity (to be de�ned below), if plotted against the magnetic �eld qB = 2πm/n
and the chemical potential µ displays a fractal structure, which gives rise to
the famous Hofstadter butterfly [38]. The band theory of this model is very
rich and interesting, see, e.g., [7] for details.

The Haldane model. The non-interacting version of this model de-
scribes tight binding electrons, hopping between nearest-neighbor and next-
to-nearest-neighbor sites of an hexagonal lattice, in the presence of an exter-
nal, dipolar, transverse magnetic �eld, as well as of a staggered chemical po-
tential. I think the hexagonal lattice as the union of two translated copies of a
triangular lattice Λ, with �1,2 = (3/2,∓

√
3/2). The sites of the two copies

can be represented as beingwhite (corresponding to a ‘color label’σ = 1) and
black (corresponding to a ‘color label’ σ = 2). I think Λ as coinciding with
the sub-lattice of white sites, and the black sites as belonging to Λ + (1, 0).
The creation/annihilation operators associated with the white site located at
x ∈ Λwill be denoted by ψ±

x,1, while the same operators associated with the
black site located at x+ (1, 0)will be denoted by ψ±

x,2.
The hopping Hamiltonian of the Haldane model is de�ned as follows:

H0 = −t1
∑

x∈Λ

[
ψ+
x,1

(
ψ−
x,2 + ψ−

x−�1,2
+ ψ−

x−�2,2

)
+H.c.

]

−t2
∑

x∈Λ

3∑

j=1

∑

α=±

(
eiαφψ+

x,1ψ
−
x+αγj ,1

+ e−iαφψ+
x,2ψ

−
x+αγj ,2

)

+M
∑

x∈Λ

(
ψ+
x,1ψ

−
x,1 − ψ+

x,2ψ
−
x,2

)
,
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space, and their expectation value at inverse temperature β is
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I denote by 〈·〉 the thermodynamic and zero temperature limit of 〈·〉β,L:

〈O〉 = lim
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lim
L→∞

〈O〉β,L.

The goal is to characterize the properties of the interacting, in�nite-volume,
ground state 〈·〉, in terms of its ‘correlation functions’ 〈O1 · · ·On〉, withOi

being fermionic operators depending on a �nite number of fermionic �elds.
I will be particularly interested in current-current correlations, in terms of
which one can compute theKubo conductivity, to be de�ned in the following.

Before that, let me discuss a couple of explicit examples of hopping
Hamiltonian H0, which are characterized by a non-trivial behavior of the
Hall conductivity, as the free parameters of the model are properly varied.

3.1 Examples

The Hofstadter model with rational flux. The non-interacting version of this
model describes tight-binding electrons, hopping between nearest neighbor
sites of a square lattice, in the presence of an external, constant, transverse
magnetic �eld. I let Λ be a square lattice, with �1 = (1, 0) and �2 = (0, 1),
and

H0 = −t
∑

x∈Λ

∑

i=1,2

ψ+
x ψ

−
x+�i

eiq
∫ x+�i
x

A·d� +H.c.,

whereH.c. indicates theHermitian conjugate, t > 0 is the hopping strength,
and A is a vector potential corresponding to a constant transverse magnetic
�eld. Choosing, e.g., A = (0, Bx1), the hopping Hamiltonian takes the
form:

H0 = −t
∑

x∈Λ

(
ψ+
x ψ

−
x+�1

+ ψ+
x ψ

−
x+�2

eiqBx1

)
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I assume qB to be a rational multiple of 2π, i.e., qB = 2πm/n, withm,n
relative prime integers, and the system size L to be proportional to n. Note
that the hopping coe�cients are invariant under translations by multiples of
(n, 1). Therefore, it is convenient to introduce a unit cell labelled byn colors,
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−
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+
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ψ+
x,σψ

−
x+�2,σ

ei2πmσ/n
]
.

The structure of the energy bands depends in a very peculiar (fractal) way on
the value ofm/n: more precisely, the value of the transverseKubo conductiv-
ity (to be de�ned below), if plotted against the magnetic �eld qB = 2πm/n
and the chemical potential µ displays a fractal structure, which gives rise to
the famous Hofstadter butterfly [38]. The band theory of this model is very
rich and interesting, see, e.g., [7] for details.

The Haldane model. The non-interacting version of this model de-
scribes tight binding electrons, hopping between nearest-neighbor and next-
to-nearest-neighbor sites of an hexagonal lattice, in the presence of an exter-
nal, dipolar, transverse magnetic �eld, as well as of a staggered chemical po-
tential. I think the hexagonal lattice as the union of two translated copies of a
triangular lattice Λ, with �1,2 = (3/2,∓

√
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can be represented as beingwhite (corresponding to a ‘color label’σ = 1) and
black (corresponding to a ‘color label’ σ = 2). I think Λ as coinciding with
the sub-lattice of white sites, and the black sites as belonging to Λ + (1, 0).
The creation/annihilation operators associated with the white site located at
x ∈ Λwill be denoted by ψ±

x,1, while the same operators associated with the
black site located at x+ (1, 0)will be denoted by ψ±
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H0 = −t1
∑

x∈Λ

[
ψ+
x,1

(
ψ−
x,2 + ψ−

x−�1,2
+ ψ−

x−�2,2

)
+H.c.
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where: γ1 = �1 − �2, γ2 = �2, γ3 = −�1; t1 > 0 and t2 > 0 are the
nearest-neighbor and next-to-nearest-neighbor hopping strengths; φ is a pa-
rameter thatmeasures the strength of the dipolarmagnetic �eld; andM is the
amplitude of the staggered chemical potential.

The nice feature of this model, which makes it a very interesting play-
ground, is that the energy bands are very easy to calculate, and so is the Kubo
conductivity. Moreover, aswe shall see, the transverse conductivity has a non-
trivial behavior, as the parameters M and φ are varied. In fact, the Bloch
Hamiltonian takes the form:

Ĥ0(k) =

(
−2t2α1(k) cosφ+m(k) −t1Ω

∗(k)
−t1Ω(k) −2t2α1(k) cosφ−m(k)

)
,

where α1(k) =
∑3

j=1 cos k · γj , andm(k) = M − 2t2α2(k) sinφ, with
α2(k) =

∑3
j=1 sin k · γj . Moreover, Ω(k) = 1 + e−ik·�1 + e−ik·�2 . Note

that |Ω(k)| vanishes if and only if k = (2π
3
,± 2π

3
√
3
) ≡ k±

F : the two points
k±
F are called the Fermi points. The energy bands associated with the Bloch

Hamiltonian are:

ε±(k) = −2t2α1(k) cosφ±
√
t21|Ω(k)|2 +m2(k).

I assume that t2/t1 < 1/3: in this way, using the fact thatmaxk |Ω(k)| =
|Ω(0)| = 3 and thatα1(k) = |Ω(k)|2/2−3/2, one sees that the two bands
can touch only ifm(k±

F ) = M ± 3
√
3t2 sinφ = 0, which is the equation

for the critical lines of theHaldanemodel. The graph of the critical, massless,
lines in the (φ,M) plane is shown in Fig. 2

For values of (φ,M) in the complement of the two critical lines, the
two bands ε±(k) are separated by a gap, so thatµ can be chosen in such a way
that the gap condition (2) is satis�ed. Note that the complement of the criti-
cal lines (i.e., the gapped region) is naturally partitioned in four disconnected
portions, corresponding to the casesm(k+

F ) > 0,m(k−
F ) > 0, orm(k+

F ) >
0 > m(k−

F ), orm(k+
F ) < 0 < m(k−
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F ) < 0,m(k−

F ) < 0.

4. Current and conductivity

The total (d.c.) current of an electron system is de�ned as J = qv̂, with
v̂ = i[H,X] the velocity of the system: here X is the position operator,
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Fig. 2− The critical linesm(k±F ) = 0 of the Haldane model in the (φ,M) plane.

which takes the form

X =
∑

x∈Λ

∑

σ∈I

nx,σ(x+ rσ)

and rσ represents the position of the site of color σ, relative to the position x
of the cell it belongs to. Using the de�nitions of v̂, H andX , one obtains:

J = −iq
∑

x,y∈Λ

∑

σ,σ′∈I

ψ+
x,σH

0
σ,σ′(x− y)ψ−

y,σ′(x− y + rσ − rσ′).

TheKubo conductivity is the linear response coe�cient of the current to a
small external electric �eld E, which is assumed to be uniform in space and
adiabatically switched on in the far past. More precisely, I introduce the time-
dependent HamiltonianH(t), which is obtained fromH as follows:

H(t) = H − qeηt
∑

x∈Λ
σ∈I

nx,σE · (x+ rσ), t ∈ (−∞, 0].

Here η > 0 is an adiabatic parameter, to be eventually sent to zero. I assume
that, at t = −∞, the density matrix of the system is the equilibrium one,
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associated with the HamiltonianH and the inverse temperature β:

ρ(t)
∣∣
t=−∞ = e−βH ≡ ρ−∞.

For any t ≤ 0, the density matrix ρ(t) is de�ned as the solution to the di�er-
ential equation

ρ̇(t) = −i[H(t), ρ(t)],

which gives, at �rst order inE,

ρ(t) = ρ−∞ + iq

∫ t

−∞
eητe−iH(t−τ)[E ·X, ρ0]e

iH(t−τ)dτ +O(E2).

Therefore, the mean value of the current per unit area at time t = 0, at �rst
order inE, in the thermodynamic, zero temperature and adiabatic limits, is:

lim
η→0+

lim
β→∞

lim
L→∞

iq

|�1 ∧ �2|
1

L2

∫ 0

−∞
eητ

TrJeiHτ [E ·X, e−βH ]e−iHτ

Tre−βH
dτ.

Correspondingly, the linear response coe�cient of the i-th component of the
current Ji to the j-th component of the electric �eldEj is

σij = − q2

|�1 ∧ �2|

∫ 0

−∞
eητ〈〈〈

[
e−iHτ [H,Xi]e

iHτ , Xj

]
〉〉〉∞dτ,

where 〈〈〈 · 〉〉〉∞ = limβ→∞ limL→∞ L−2〈·〉β,L. The matrix of elements σij

is known as the Kubo conductivity matrix. It is customary to rewrite σij in
a di�erent, equivalent, form. By using the Leibniz rule for the commutator,
one �nds

〈〈〈
[
e−iHτ [H,Xi]e

iHτ , Xj

]
〉〉〉∞ = 〈〈〈[e−iHτ , Xj] [H,Xi]e

iHτ〉〉〉∞
+〈〈〈

[
[H,Xi], Xj

]
〉〉〉∞ + 〈〈〈e−iHτ [H,Xi] [e

iHτ , Xj] 〉〉〉∞.

Moreover, [e−iHτ , Xj] can be rewritten as

[e−iHτ , Xj] = −i

∫ τ

0

e−iHt[H,Xj]e
iH(t−τ)dt.

ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 15ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 15ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 15

By using these relations in the expression of σij , and recalling the de�nition
of Ji, one gets:

σij =
1

|�1 ∧ �2|
lim
η→0+

1

η
× (3)

×
{
−i

∫ 0

−∞
eηt〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ − q2〈〈〈

[
[H,Xi], Xj

]
〉〉〉∞

}
,

where Jj(t) = eiHtJje
−iHt. This is one of the standard expressions for the

Kubo conductivity. The second term in braces is known as the diamagnetic,
or Schwinger, term.

Note that σij is a function of the parameters entering theHamiltonian
H of the system, in particular of the strength U of the electron-electron in-
teraction. The main result reviewed in these notes is the following.

Theorem 1 [29]. In the context above, let δµ > 0. There exists U0 > 0 such
that, if |U | ≤ U0, then

σij = σij

∣∣∣
U=0

,

that is, if the chemical potential is chosen so that the gap condition is verified,
then the Kubo conductivity is independent of the strength of the interactionU .

Remarks.
1) Under the gap condition, the non-interacting Kubo conductivity can be
re-written as q2 times the �rst Chern number of the Bloch bundle, i.e., of the
vector bundle associated with the linear space RanP−(k), with k ∈ B:

σij

∣∣∣
U=0

= −iq2
∫

B
TrP−(k)[∂kiP−(k), ∂kjP−(k)]

dk

(2π)2
, (4)

which is known to be proportional to an integer [9, 52]. More precisely,
σ11

∣∣
U=0

= σ22

∣∣
U=0

= 0, while σ12

∣∣
U=0

= −σ21

∣∣
U=0

∈ q2

2π
Z. The o�-

diagonal Kubo coe�cient σ12

∣∣
U=0

is the non-interacting Hall conductivity,
and the representation in terms of a Chern number shows that it is quan-
tized. Theorem 1 shows that, under the gap condition and at weak enough
coupling, the interactingHall conductivity is also quantized, at the very same
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value as the reference non-interacting system. A sketch of the proof of the
formula (4) is given in Appendix A.
2) In order to prove that the Hall conductivity is non-trivial (i.e., di�erent
from zero), one needs to perform an explicit computation that, of course, is
model-dependent. The two examples mentioned above, i.e., the Hofstadter
and theHaldanemodels, are among the simplest examples of gapped systems
displaying a non-trivial Hall conductivity. The computation of the value of
the Hall conductivity for the Hofstadter model as a function of the mag-
netic �ux is a very non-trivial and interesting exercise: the computation is re-
duced to the study of a Diophantine equation, which can be solved numeri-
cally. The resulting ‘topological phase diagram’ (i.e., the plot of the value of
theHall conductivity as themagnetic �ux and the chemical potential are var-
ied) leads to the well known ‘Hofstadter butter�y’, whose construction goes
beyond the purpose of this review [7, 38, 52]. The computation of the Hall
conductivity for theHaldane model is much simpler: in fact, the evaluation
ofσ12

∣∣
U=0

based on (4) is recommended as a very instructive exercise. The in-
terested reader can consult, e.g., [29, Appendix B]. The resulting topological
phase diagram is shown in Fig. 3. It �rst appeared in [32].

π−π

σ12 = 0

σ12 = 0

σ12 = − q2

2π σ12 = + q2

2π

φ

M

Fig. 3− The ‘topological phase diagram’ of the Haldane model, where the di�erent values
of σ12 in the four regions {m(k+F ) > 0,m(k−F ) > 0}, {m(k+F ) > 0 > m(k−F )},
{m(k+F ) < 0 < m(k−F )}, and {m(k+F ) < 0,m(k−F ) < 0} are indicated.
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3) The range of interaction strengths for which Theorem 1 holds, |U | ≤ U0,
is, in general, non uniform in the spectral gap δµ. However, in speci�c mod-
els, it is possible to obtain estimates uniform in the gap: e.g., for the interact-
ing Haldane model, it was proved in [26, 30] that the interacting system is
gapped (i.e., the Euclidean correlation functions decay exponentially) for all
the values of (φ,M) outside a pair of renormalized critical lines, provided µ
is chosen appropriately. The shape of the renormalized critical lines is quali-
tatively the same as that in Fig. 3 and the values of σ12 inside or outside the
curves are the same as in the non-interacting setting. The proof in [26, 30]
is valid arbitrarily close to the renormalized critical lines, that is, uniformly
in the gap (which vanishes as the critical lines are approached). The general-
ization of Theorem 1 to this setting requires an infrared multiscale analysis,
reminiscent of the one developed in [27] for a model of graphene with short
range interactions.
4) The methods reviewed here can be used to show that, under the gap con-
dition, for U su�ciently small, the interacting Hamiltonian has a spectral
gap above the unique ground state, uniformly in the volume L. For a recent
independent proof of this fact, see [35]. Knowing this fact, one can show
that the interacting Hall conductivity σ12 has an interpretation in terms of
a geometrical index [8, 36], analogous to the representation in terms of the
�rst Chern number of the Bloch bundle that is valid for the non-interacting
one. Note, however, that such a representation involves a many-body (rather
than a one-body) projector, that is the projectorΠ on the interacting, many-
body, ground state. The control parameter one needs to average over is not
the quasi-momentum k (which is not a priori well-de�ned in the many-body
case), as in (4), but, rather, an angle θ controlling the (twisted) boundary con-
ditions. The geometrical representation underlying the results in [8, 36] is
not suitable for direct analytical computations: therefore, while the results in
[8, 36] show that theHall conductivity is quantized, they do not provide one
with a good representation formula for computing the explicit value of the
Hall conductivity in given models. On the contrary, the approach reviewed
in this notes provides a very simple explicit formula for such a value.

5. Overview of the proof

Let me now start to discuss the main strategy to be followed for proving the
main theorem. In order to compute theKubo conductivity (3), the key point
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is to control the current-current correlations, which enter the �rst term in
the right side of (3). Actually, the direct control of the real-time interacting
correlations 〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉∞ is very di�cult. In order to go around the obsta-
cle, one can take advantage of the powerful methods (applicable both in the
massive and in the massless cases), based on ideas and techniques of construc-
tive field theory, which can be used to control and compute the Euclidean,
imaginary-time, current-current correlations. These methods will be brie�y
reviewed in the following. Before discussing them, let me explain how to use
informations on the Euclidean correlations in order to infer informations on
the Kubo conductivity.

5.1 Euclidean correlations

Let O(1), . . . , O(n) be observables, each of which is assumed to be a linear
combination of normal-ordered, even, monomials in the fermionic creation/
annihilation operators. I let

O
(i)
t ≡ O(i)(−it) = etHO(i)e−tH

be the imaginary-time evolution of the i-th observable, with 0 ≤ t < β, and

〈T O
(1)
t1 · · ·O(n)

tn 〉β,L =
Tr e−βHO

(1)
t1 · · ·O(n)

tn

Tr e−βH

where T is the (multilinear) time-ordering operator, acting onmonomials in
the �elds ψ±

(t,x)σ = etHψ±
x,σe

−tH as:

T ψε1
(t1,x1)σ1

· · ·ψεn
(tn,xn)σn

= (−1)πψ
επ1
(tπ1 ,xπ1 )σπ1

· · ·ψεπn
(tπn ,xπn )σπn

where π is the permutation of (1, . . . , n) such that tπ1 > · · · > tπn (in
case of coinciding times, the variables at equal time will be assumed to be
normal ordered, after the action of the ordering operator T ). I also indicate
by 〈T O

(1)
t1 ; · · · ;O(n)

tn 〉β,L the corresponding cumulants, or truncated cor-
relations, i.e., 〈T O

(1)
t1 ;O

(2)
t2 〉β,L = 〈T O

(1)
t1 O

(2)
t2 〉β,L − 〈O(1)〉β,L〈O(2)〉β,L,

etc. Moreover, at �nite β, I introduce the notion of Fourier transform with
respect to the Euclidean time:

Ôω =

∫ β

0

dt e−iωtOt,
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with ω ∈ 2π
β
Z the Matsubara frequency. Note that the following momen-

tum conservation rule holds:
∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn〈T O
(1)
t1 ; · · · ;O(n)

tn 〉β,L e−iω1t1···−iωntn =

= δω1+···+ωn,0〈T Ô(1)
ω1
; · · · ; Ô(n)

ωn
〉β,L.

Anatural question arises: why are these de�nitions interesting and use-
ful? Themain reason is that the Euclidean correlation functions appear natu-
rally in the perturbation theory for the equilibriumcorrelations, via the use of
Trotter’s product formula and the Duhamel expansion. In many cases, there
are powerful methods (fermionic Renormalization Group) for controlling
the interacting equilibrium correlation functions at weak enough coupling,
and to derive detailed informations about their analyticity properties.

Moreover, typically, once one knows how to control the equilibrium
correlations, one also knows how to control the interacting, Euclidean-time,
correlations, including control of their analyticity properties in the complex
time plane. Finally, if one can prove that the complex time plane is free of
singularities of the Euclidean correlation, one can a posteriori reconstruct
the (integral of the) real-time ones via a ‘Wick rotation’ in the complex time
plane. In order to give an idea of what I am referring to, let me consider our
main object of interest, i.e., the Kubo conductivity eq.(3), and let me focus
on the �rst term in the right side, −i

η

∫ 0

−∞ dt eηt〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞: this can be
thought of as the sum of two terms: (i) −i

η

∫ 0

−∞ dt eηt〈〈〈JiJj(t)〉〉〉∞, and (ii)
i
η

∫ 0

−∞ dt eηt〈〈〈Jj(t)Ji〉〉〉∞. Now, if the two terms are free of singularities in
the second and third quadrants of the complex plane, respectively, then the
two integrals can be rotated as shown in Fig. 4, provided the contributions
from the integrals over the two quarter circles at in�nity give vanishing con-
tribution.

After having performed the rotation, the sum of the two terms can be
rewritten as− 1

η
K̂ij(−η), where

K̂ij(ω) = lim
β→∞

lim
L→∞

1

βL2
〈T Ĵi,ω; Ĵj,−ω〉β,L. (5)



	 ORDER, DISORDER AND PHASE TRANSITIONS IN QUANTUM MANY BODY SYSTEMS	 8918 ALESSANDROGIULIANI18 ALESSANDROGIULIANI18 ALESSANDROGIULIANI

is to control the current-current correlations, which enter the �rst term in
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case of coinciding times, the variables at equal time will be assumed to be
normal ordered, after the action of the ordering operator T ). I also indicate
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Z the Matsubara frequency. Note that the following momen-

tum conservation rule holds:
∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn〈T O
(1)
t1 ; · · · ;O(n)

tn 〉β,L e−iω1t1···−iωntn =
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Anatural question arises: why are these de�nitions interesting and use-
ful? Themain reason is that the Euclidean correlation functions appear natu-
rally in the perturbation theory for the equilibriumcorrelations, via the use of
Trotter’s product formula and the Duhamel expansion. In many cases, there
are powerful methods (fermionic Renormalization Group) for controlling
the interacting equilibrium correlation functions at weak enough coupling,
and to derive detailed informations about their analyticity properties.

Moreover, typically, once one knows how to control the equilibrium
correlations, one also knows how to control the interacting, Euclidean-time,
correlations, including control of their analyticity properties in the complex
time plane. Finally, if one can prove that the complex time plane is free of
singularities of the Euclidean correlation, one can a posteriori reconstruct
the (integral of the) real-time ones via a ‘Wick rotation’ in the complex time
plane. In order to give an idea of what I am referring to, let me consider our
main object of interest, i.e., the Kubo conductivity eq.(3), and let me focus
on the �rst term in the right side, −i

η

∫ 0

−∞ dt eηt〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞: this can be
thought of as the sum of two terms: (i) −i

η

∫ 0
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∫ 0

−∞ dt eηt〈〈〈Jj(t)Ji〉〉〉∞. Now, if the two terms are free of singularities in
the second and third quadrants of the complex plane, respectively, then the
two integrals can be rotated as shown in Fig. 4, provided the contributions
from the integrals over the two quarter circles at in�nity give vanishing con-
tribution.

After having performed the rotation, the sum of the two terms can be
rewritten as− 1
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K̂ij(−η), where
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lim
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1
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(i)

(ii)

C

t

Fig. 4− The ‘complex rotations’ of the integration paths that we perform on the two contri-
butions (i) and (ii) to the Kubo conductivity.

Moreover, one can check that the diamagnetic contribution to theKubo con-
ductivity can be rewritten as K̂ij(0)/η. As a result, the Kubo conductivity is
equal to the Euclidean one: σij = σ̄ij , with

σ̄ij =
1

|�1 ∧ �2|
lim

ω→0−

K̂ij(ω)− K̂ij(0)

ω
. (6)

At this point, I am �nally in the position of describing the general strategy of
the proof of the main theorem:
1) One �rst discusses the existence of the thermodynamic and zero temper-
ature limit of the Euclidean correlations, and proves their analyticity in U
and in ω in suitable regions of the complex plane. Using the analyticity of
the Euclidean correlations in the complex t-plane, as well as the existence of
the real-time correlations in the β, L → ∞ limit (which follows from the
Lieb-Robinson bounds [43]), one proves that the ‘Wick rotation strategy’
sketched above is rigorously justi�ed, thus showing that the Kubo conduc-
tivity is equal to its Euclidean counterpart.
2) In order to show that the interacting Euclidean Kubo conductivity equals
the non-interacting one, one combines two classes of remarkable cancella-

ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 21ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 21ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 21

tions/identities satis�ed by the Euclidean correlation functions, known as
Ward Identities (more precisely, the Ward Identities associated with the con-
tinuity equation for the current) and Schwinger-Dyson equations. Note: the
idea of using these two classes of identities to prove the vanishing of the inter-
action corrections to the Euclidean conductivity is due to [22], whose strat-
egy of proof is adapted here to the case of theHall conductivity of interacting
lattice fermions.

In the following sections, I discuss these two steps in some detail.

6. Equilibrium perturbation theory

Let me start, for simplicity, by discussing the perturbation theory for the par-
tition function of the system at �nite β, L:

Tr e−βH = Tr e−β(H0−µN+UV ).

Since the fermionic operators are all bounded at �niteL, one can rewrite this
trace by using the Duhamel’s expansion (see, e.g., [31, Section 3.2]), thus get-
ting:

Tre−βH = Tre−β(H0−µN) ×[
1 +

∑

n≥1

(−U)n
∫

β>t1>···>tn>0

dt1 · · · dtn 〈Vt1 · · ·Vtn〉0β,L
]

= Tre−β(H0−µN) ×
[
1 +

∑

n≥1

(−U)n

n!

∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L
]
,

(7)

where Vt = et(H0−µN)V e−t(H0−µN) and 〈·〉0β,L is the �nite volume, �nite
temperature, Gibbs average with respect to the HamiltonianH0 − µN .

At �nite volume, the series in U for Z(U) := Tre−βH is convergent
(evenmore: the functionZ(U) is entire inU , for any �niteL). The series for
the logarithm ofZ(U) is a priori convergent in a very small neighborhood of
the origin. In fact,

Z(U) ≥ 1−
∑

n≥1

1

n!
(β|U |)n‖V ‖n∞ = 2− eβ|U | ‖V ‖∞ ,
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Fig. 4− The ‘complex rotations’ of the integration paths that we perform on the two contri-
butions (i) and (ii) to the Kubo conductivity.

Moreover, one can check that the diamagnetic contribution to theKubo con-
ductivity can be rewritten as K̂ij(0)/η. As a result, the Kubo conductivity is
equal to the Euclidean one: σij = σ̄ij , with

σ̄ij =
1

|�1 ∧ �2|
lim

ω→0−

K̂ij(ω)− K̂ij(0)

ω
. (6)

At this point, I am �nally in the position of describing the general strategy of
the proof of the main theorem:
1) One �rst discusses the existence of the thermodynamic and zero temper-
ature limit of the Euclidean correlations, and proves their analyticity in U
and in ω in suitable regions of the complex plane. Using the analyticity of
the Euclidean correlations in the complex t-plane, as well as the existence of
the real-time correlations in the β, L → ∞ limit (which follows from the
Lieb-Robinson bounds [43]), one proves that the ‘Wick rotation strategy’
sketched above is rigorously justi�ed, thus showing that the Kubo conduc-
tivity is equal to its Euclidean counterpart.
2) In order to show that the interacting Euclidean Kubo conductivity equals
the non-interacting one, one combines two classes of remarkable cancella-
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tions/identities satis�ed by the Euclidean correlation functions, known as
Ward Identities (more precisely, the Ward Identities associated with the con-
tinuity equation for the current) and Schwinger-Dyson equations. Note: the
idea of using these two classes of identities to prove the vanishing of the inter-
action corrections to the Euclidean conductivity is due to [22], whose strat-
egy of proof is adapted here to the case of theHall conductivity of interacting
lattice fermions.

In the following sections, I discuss these two steps in some detail.

6. Equilibrium perturbation theory

Let me start, for simplicity, by discussing the perturbation theory for the par-
tition function of the system at �nite β, L:

Tr e−βH = Tr e−β(H0−µN+UV ).

Since the fermionic operators are all bounded at �niteL, one can rewrite this
trace by using the Duhamel’s expansion (see, e.g., [31, Section 3.2]), thus get-
ting:

Tre−βH = Tre−β(H0−µN) ×[
1 +

∑

n≥1

(−U)n
∫

β>t1>···>tn>0

dt1 · · · dtn 〈Vt1 · · ·Vtn〉0β,L
]

= Tre−β(H0−µN) ×
[
1 +

∑

n≥1

(−U)n

n!

∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L
]
,

(7)

where Vt = et(H0−µN)V e−t(H0−µN) and 〈·〉0β,L is the �nite volume, �nite
temperature, Gibbs average with respect to the HamiltonianH0 − µN .

At �nite volume, the series in U for Z(U) := Tre−βH is convergent
(evenmore: the functionZ(U) is entire inU , for any �niteL). The series for
the logarithm ofZ(U) is a priori convergent in a very small neighborhood of
the origin. In fact,

Z(U) ≥ 1−
∑

n≥1

1

n!
(β|U |)n‖V ‖n∞ = 2− eβ|U | ‖V ‖∞ ,
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which does not vanish if U ∈ B := {U ∈ C : |U | < log 2
β‖V ‖∞}. Therefore,

the series of logZ(U) is convergent in any compact setK belonging to the
open ball B. Note that typically ‖V ‖∞ is proportional to L2, so that the
radius of B goes to zero as L → ∞. The goal of the following discussion
is to show that the analyticity region of logZ(U) can be extended to a ball
centered at the origin, with radius independent ofL.

Before I proceed with the discussion, let me note that similar consider-
ations are valid for the series inU for the Euclidean correlations: if β > t1 >
t2 > 0, the Euclidean correlation 〈O(1)

t1 O
(2)
t2 〉β,L is equal to the ratio between

Tre−βHet1HO(1)e−(t1−t2)HO(2)e−t2H and Z(U). The denominator is ex-
panded as described above, and the numerator admits a similar expansion:

〈O(1)
t1 O

(2)
t2 〉β,L = 〈O(1)

t1 O
(2)
t2 〉0β,L

+
∑

n≥1

(−U)n

n!

∫ β

0

ds1 · · ·
∫ β

0

dsn〈T O
(1)
t1 O

(2)
t2 Vs1 · · ·Vsn〉β,L.

Therefore, 〈T O
(1)
t1 O

(2)
t2 〉β,L is the ratio of two entire functions, the denomi-

nator being di�erent from zero in the analyticity domain of logZ(U).
Now, how do we evaluate logZ(U), and how do we prove bounds on

its analyticity domain? The starting point is an explicit representation of the
n-th Taylor coe�cient ofZ(U): from (7) this coe�cient is (n!)−1 times the
integral over t1 · · · tn of 〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L. Such an average canbe computed
via the fermionic Wick’s rule, which is readily explained in terms of the fol-
lowing graphical representation. Associate with every

Vti =
∑

xi,yi,σi,σ′
i

ψ+
(ti,xi)σi

ψ−
(ti,xi)σi

vσiσ′
i
(xi − yi)ψ

+
(ti,yi)σ′

i
ψ−
(ti,yi)σ′

i

the ‘four-legged’ vertex in Fig. 5.
Drawn such vertices and pair their ‘external legs’ in all possible ways , in

such away that the orientations of the paired lines are compatible two by two.
The graph associatedwith any suchpairing is called a ‘Feynmandiagram’, and
〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L can be expressed as the sum over all the possible Feynman
diagrams of their values, which are de�ned as follows. For an example of a
Feynman diagram of order n = 3, see Fig. 6.

First of all, every Feynman diagram G comes with a permutation π =
π(G), associated with the corresponding pairing of fermionic �elds, which is
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(ti, xi)

(ti, yi)

σi σi

σ′
i

∑

xi,yi,σi,σ
′
i

σ′
i

Fig. 5− The graphical representation of Vti as a ‘four-legged’ vertex. The wiggly line rep-
resents the interaction vσiσ′

i
(xi − yi), while the oriented solid lines (the ‘external legs’) rep-

resent the operators ψ±
(ti,xi)σi

and ψ±
(ti,yi)σ′

i
, with the convention that the entering (resp.

exiting) lines represent the annihilation (resp. creation) operators ψ− (resp. ψ+).

the one needed to move every creation operator ψ+
(t′,x′)σ′ immediately to the

right of the annihilation operator ψ−
(t,x)σ, which it is connected with. More-

over, every contracted pair (ψ−
(t,x)σ, ψ

+
(t′,x′)σ′) comes with the value

gβ,Lσσ′ (x− x′, t− t′) = 〈T ψ−
(t,x)σψ

+
(t′,x′)σ′〉0β,L =

1

L2

∑

k∈BL

e−ik(x−x′) ×

×
{
e−(Ĥ0(k)−µ)(t−t′)

[ 1t>t′

1 + e−β(Ĥ0−µ)
− 1t≤t′

1 + eβ(Ĥ0−µ)

]}
σσ′

,

which is called the ‘propagator’. Note that its β, L → ∞ limit is

gσσ′(x, t) =

∫

B

dk

|B|e
−ikx{e−(Ĥ0(k)−µ)t[1t>t′P+(k)− 1t≤t′P−(k)]}σσ′ .

In the following, I will use the shorthand notation g� for the propagator asso-
ciated with the pair � =

(
((t, x), σ), ((t′, x′), σ′)

)
. I also denote byG(x, y,

t, σ, σ′) the set of Feynman diagrams obtained from the contraction of the
quartic monomials labeled by the time/space/color variables
{
(
ti, (xi, yi), (σi, σ

′
i)
)
}i=1,...,n (here I used the symbol x to denote the n-

ple (x1, . . . , xn), etc.)
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its analyticity domain? The starting point is an explicit representation of the
n-th Taylor coe�cient ofZ(U): from (7) this coe�cient is (n!)−1 times the
integral over t1 · · · tn of 〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L. Such an average canbe computed
via the fermionic Wick’s rule, which is readily explained in terms of the fol-
lowing graphical representation. Associate with every
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Drawn such vertices and pair their ‘external legs’ in all possible ways , in

such away that the orientations of the paired lines are compatible two by two.
The graph associatedwith any suchpairing is called a ‘Feynmandiagram’, and
〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L can be expressed as the sum over all the possible Feynman
diagrams of their values, which are de�ned as follows. For an example of a
Feynman diagram of order n = 3, see Fig. 6.

First of all, every Feynman diagram G comes with a permutation π =
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the one needed to move every creation operator ψ+
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right of the annihilation operator ψ−
(t,x)σ, which it is connected with. More-

over, every contracted pair (ψ−
(t,x)σ, ψ

+
(t′,x′)σ′) comes with the value
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which is called the ‘propagator’. Note that its β, L → ∞ limit is

gσσ′(x, t) =

∫

B

dk

|B|e
−ikx{e−(Ĥ0(k)−µ)t[1t>t′P+(k)− 1t≤t′P−(k)]}σσ′ .

In the following, I will use the shorthand notation g� for the propagator asso-
ciated with the pair � =

(
((t, x), σ), ((t′, x′), σ′)

)
. I also denote byG(x, y,

t, σ, σ′) the set of Feynman diagrams obtained from the contraction of the
quartic monomials labeled by the time/space/color variables
{
(
ti, (xi, yi), (σi, σ

′
i)
)
}i=1,...,n (here I used the symbol x to denote the n-

ple (x1, . . . , xn), etc.)
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Fig. 6− An example of a Feynman diagram of order n = 3. The solid lines are obtained
by the pairing, or contraction, of two of the external legs of the vertices under consideration.
Any pair of contracted legsmust have compatible orientation, i.e., an exiting external leg can
only be contracted with an entering one. Each solid line obtained by the contraction of two
legs corresponds to a propagator, with indices readable from the labels of the two contracted
legs.

Given these de�nitions, the value Val(G) of the Feynman diagram G ∈
G(x, y, t, σ, σ′) is

Val(G) = (−1)π
n∏

i=1

vσiσ′
i
(xi − yi)

∏

�∈G

g� (8)

and
〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L =

∑

x,y

σ,σ′

∑

G∈G(x,y,t,σ,σ′)

Val(G),

so that

Z(U) = 1 +
∑

n≥1

(−U)n

n!

∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn
∑

x,y

σ,σ′

∑

G∈G(x,y,t,σ,σ′)

Val(G).

A remarkable combinatorial theorem, known as the linked cluster theorem
[1, 47], shows that the logarithm of the partition function admits a very sim-
ilar expansion, with the important di�erence that the Feynmandiagrams con-
tributing to logZ(U) are all and only the connected diagrams in
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G(x, y, t, σ, σ′). A similar discussion is valid for the correlation functions:
in particular, truncated correlations are expressed as sums of values of con-
nected Feynman diagrams, with vertices corresponding both to the quartic
interactions introduced above and to extra vertices corresponding to the in-
sertion of the operators one is computing the correlations of. In conclusion,

logZ(U) =
∑

n≥1

(−U)n

n!

∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn
∑

x,y

σ,σ′

∑

G∈Gconn(x,y,t,σ,σ′)

Val(G),

whereGconn(x, y, t, σ, σ
′)is the set of connected diagrams inG(x, y, t, σ, σ′).

Now, how do we estimate the n-th order contribution to this series?
The basic object one needs to evaluate is the integral over the time, space
and color variables of a generic connected Feynman diagram with n quar-
tic vertices, i.e.,

∫ ∑ ∣∣Val(G)
∣∣, where the integral is over the time variables,

and the sum over the space and color indices. Recalling that
∣∣Val(G)

∣∣ =∏
i |vσiσ′

i
(xi−yi)|

∏
�∈G |g�|, one can evaluate the desired integral by select-

ing a minimal connecting subset of the set of wiggly and solid lines, which
the Feynman consists of (this minimal connecting subset is by construction
a tree, to be called a ‘spanning tree’). I choose the spanning tree in such a way
that it contains all the wiggly lines of the diagram, and a suitably chosen set of
n− 1 solid lines. I bound the propagators on the solid lines outside the span-
ning tree by their L∞ norm; once this is done, the integration over the space
and time variables of the product of the interactions and propagators on the
spanning tree produces the product of theirL1 norms, so that, recalling that
|I| is the cardinality of the set of allowed colors,

∫ ∑∣∣Val(G)
∣∣ ≤ βL2‖v‖n1 |I|2n‖g‖n−1

1 ‖g‖n+1
∞ ,

where

‖g‖∞ = sup
σ,σ′

sup
x,t

|gβ,Lσσ′ (x, t)| , ‖g‖1 = sup
σ,σ′

∫
dt

∑

x

|gβ,Lσσ′ (x, t)|,

and similarly for ‖v‖1. Recall that v is of �nite range, so itsL1 norm is �nite.
Moreover, under the gap condition, the propagator decays exponentially in
space-time, uniformly inβ, L: therefore, both itsL1 andL∞ norms are �nite,
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Given these de�nitions, the value Val(G) of the Feynman diagram G ∈
G(x, y, t, σ, σ′) is

Val(G) = (−1)π
n∏

i=1

vσiσ′
i
(xi − yi)

∏

�∈G

g� (8)

and
〈T Vt1 · · ·Vtn〉0β,L =

∑

x,y

σ,σ′

∑

G∈G(x,y,t,σ,σ′)

Val(G),

so that

Z(U) = 1 +
∑

n≥1

(−U)n

n!

∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn
∑

x,y

σ,σ′

∑

G∈G(x,y,t,σ,σ′)

Val(G).

A remarkable combinatorial theorem, known as the linked cluster theorem
[1, 47], shows that the logarithm of the partition function admits a very sim-
ilar expansion, with the important di�erence that the Feynmandiagrams con-
tributing to logZ(U) are all and only the connected diagrams in
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G(x, y, t, σ, σ′). A similar discussion is valid for the correlation functions:
in particular, truncated correlations are expressed as sums of values of con-
nected Feynman diagrams, with vertices corresponding both to the quartic
interactions introduced above and to extra vertices corresponding to the in-
sertion of the operators one is computing the correlations of. In conclusion,

logZ(U) =
∑

n≥1

(−U)n

n!

∫ β

0

dt1 · · ·
∫ β

0

dtn
∑

x,y

σ,σ′

∑

G∈Gconn(x,y,t,σ,σ′)

Val(G),

whereGconn(x, y, t, σ, σ
′)is the set of connected diagrams inG(x, y, t, σ, σ′).

Now, how do we estimate the n-th order contribution to this series?
The basic object one needs to evaluate is the integral over the time, space
and color variables of a generic connected Feynman diagram with n quar-
tic vertices, i.e.,

∫ ∑ ∣∣Val(G)
∣∣, where the integral is over the time variables,

and the sum over the space and color indices. Recalling that
∣∣Val(G)

∣∣ =∏
i |vσiσ′

i
(xi−yi)|

∏
�∈G |g�|, one can evaluate the desired integral by select-

ing a minimal connecting subset of the set of wiggly and solid lines, which
the Feynman consists of (this minimal connecting subset is by construction
a tree, to be called a ‘spanning tree’). I choose the spanning tree in such a way
that it contains all the wiggly lines of the diagram, and a suitably chosen set of
n− 1 solid lines. I bound the propagators on the solid lines outside the span-
ning tree by their L∞ norm; once this is done, the integration over the space
and time variables of the product of the interactions and propagators on the
spanning tree produces the product of theirL1 norms, so that, recalling that
|I| is the cardinality of the set of allowed colors,

∫ ∑∣∣Val(G)
∣∣ ≤ βL2‖v‖n1 |I|2n‖g‖n−1

1 ‖g‖n+1
∞ ,

where

‖g‖∞ = sup
σ,σ′

sup
x,t

|gβ,Lσσ′ (x, t)| , ‖g‖1 = sup
σ,σ′

∫
dt

∑

x

|gβ,Lσσ′ (x, t)|,

and similarly for ‖v‖1. Recall that v is of �nite range, so itsL1 norm is �nite.
Moreover, under the gap condition, the propagator decays exponentially in
space-time, uniformly inβ, L: therefore, both itsL1 andL∞ norms are �nite,



96	 ALESSANDRO GIULIANI26 ALESSANDROGIULIANI26 ALESSANDROGIULIANI26 ALESSANDROGIULIANI

uniformly in the temperature and volume. In conclusion, then-th order term
in the series of 1

βL2 logZ(U) is bounded by

Cn

n!
|U |n{#Feynman diagrams of order n},

for a suitable constantC . Now, the number of Feynman diagrams of ordern
equals (4n − 1)!!, which grows like (const.)n(n!)2 as1 n → ∞ and, there-
fore, the bound that we just derived is not summable over n. In other words,
the series of Feynman diagrams is not absolutely convergent.

Remarkably, it is possible to properly resum the series of connected
Feynman diagrams, by carefully taking into account the (−1)π signs in (8),
in such a way that the resummed series is convergent. The basic observation
is that

〈T ψ−
(t1,x1)σ1

ψ+
(t′1,y1)σ

′
1
· · ·ψ−

(tn,xn)σn
ψ+
(t′n,yn)σ

′
n
〉0β,L =

det
[
gσi,σ′

j
(xi − yj, ti − t′j)

]
i,j=1,...,n

.

By expanding the determinant, one obtains n! terms, each of which corre-
sponds to one speci�c pairing of the fermionic �elds (i.e, to one ‘Feynman
diagram’); each of these terms is bounded by ‖g‖n∞, so this expression can be
bounded by ‖g‖n∞n!. However, one can do much better than this: if instead
of expanding the determinant, one recalls that it is equal to the product of
its eigenvalues, one sees that its absolute value typically scales like (const.)n,
which is combinatorially better by a factor 1/n!. This observation suggests
that by grouping the sum over connected Feynman diagrams in determinant
form (which should be possible, thanks to the (−1)π signs coming from the
fermionic statistics), then one should be able to improve the bound derived
above by a factor (const.)n/n!. The rough idea is to group together the con-
nected Feynman diagrams sharing a common spanning tree, and then to re-
sum the result of the pairings outside the spanning tree in the form of a de-
terminant, to be bounded by (const.)n. Since the number of spanning trees

1By taking into account the connectedness condition, one could improve
the bound above, by replacing {# Feynman diagrams of order n} by
{# connected Feynman diagrams of order n}. However, one can easily convince
oneself that both quantities grow like (const.)n(n!)2 for large n, so the connectedness
condition does not qualitatively change things.
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overn vertices is of the order (const.)nn! for largen, this procedure seems in
fact to improve the previous bound by the desired combinatorial factor.

Of course, one needs to proceed with care, in order to avoid overcount-
ing of the diagrams, when summing over the spanning trees. The key com-
binatorial formula was proposed long ago by Brydges, Battle and Federbush
[12, 19, 20], later improved in collaboration with Kennedy [21], and reads as
follows: letΨ(Pi) be a shorthand for the quartic monomial associated with
the i-th quartic vertex, i.e.,

Ψ(Pi) = ψ+
(ti,xi)σi

ψ−
(ti,xi)σi

vσiσ′
i
(xi − yi)ψ

+
(ti,yi)σ′

i
ψ−
(ti,yi)σ′

i
,

with Pi the set of four labels (to be called ‘�eld labels’) associated with the
four creation/annihilation operators, then

〈Ψ(P1); · · · ; Ψ(Pn)〉0β,L
=

∑

T

αT

∏

�∈T

g�

∫
dPT (s) det[si(f),i(f ′)g(f,f ′)],

(9)

where the sum is over the collections T of n − 1 propagators (graphically,
of solid lines, each corresponding to the contraction of a pair of �eld labels
f1, f2 ∈ ∪iPi) guaranteeing minimal connection among the n vertices (i.e.,
the union of T and of thewiggly lines of then vertices forms a spanning tree),
αT is a sign (irrelevant for the purpose of proving convergence of the series),
and dPT (s) is a probability measure, with the variables s = (sij)i,j=1,...n

playing the role of interpolation parameters, supported on a set of sij ’s such
that sij = (ui, uj), for a family of vectorsui ∈ Cn of unit norm. Finally, the
matrix [si(f),i(f ′)g(f,f ′)] has elements labelled by �eld labels f, f ′ ∈ {∪iPi}\
PT , where PT is the set of �eld labels corresponding to the propagators in T
(i.e., [si(f),i(f ′)g(f,f ′)] is labelled by �elds outside the spanning tree); in writ-
ingsi(f),i(f ′), i(f) indicates the vertexwhich the�eld labelledbyf belongs to;
moreover, g(f,f ′) is a shorthand for gσ(f),σ(f ′)(x(f)− x(f ′), t(f)− t(f ′)).

In order to use e�ectively the ‘BBFK interpolation formula’, I must dis-
cuss how to bound the determinant. Life is easy if g(f,f ′) is in Gram form,
i.e., if there exist vectors of �nite norm in a separable Hilbert space, such that
g(f,f ′) = (af , bf ′), in which case (Gram-Hadamard inequality, see, e.g., [25,
Appendix A.3])

det[si(f),i(f ′)g(f,f ′)] = det(ui(f) ⊗ af , ui(f ′) ⊗ bf ′) ≤
∏

f

‖af‖ ‖bf‖.
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uniformly in the temperature and volume. In conclusion, then-th order term
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for a suitable constantC . Now, the number of Feynman diagrams of ordern
equals (4n − 1)!!, which grows like (const.)n(n!)2 as1 n → ∞ and, there-
fore, the bound that we just derived is not summable over n. In other words,
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is that
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.
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sponds to one speci�c pairing of the fermionic �elds (i.e, to one ‘Feynman
diagram’); each of these terms is bounded by ‖g‖n∞, so this expression can be
bounded by ‖g‖n∞n!. However, one can do much better than this: if instead
of expanding the determinant, one recalls that it is equal to the product of
its eigenvalues, one sees that its absolute value typically scales like (const.)n,
which is combinatorially better by a factor 1/n!. This observation suggests
that by grouping the sum over connected Feynman diagrams in determinant
form (which should be possible, thanks to the (−1)π signs coming from the
fermionic statistics), then one should be able to improve the bound derived
above by a factor (const.)n/n!. The rough idea is to group together the con-
nected Feynman diagrams sharing a common spanning tree, and then to re-
sum the result of the pairings outside the spanning tree in the form of a de-
terminant, to be bounded by (const.)n. Since the number of spanning trees

1By taking into account the connectedness condition, one could improve
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{# connected Feynman diagrams of order n}. However, one can easily convince
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Of course, one needs to proceed with care, in order to avoid overcount-
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In our case the propagator is not in Gram form, but almost so (we give here
the formulas in theβ, L → ∞ limit; similar, but slightlymore cumbersome,
expressions are valid in the general case):

g(f,f ′) = 1t(f)>t(f ′)A
+
f,f ′ − 1t(f)≤t(f ′)A

−
f,f ′ ,

where

A±
f,f ′ =

∫

B

dk

|B|e
−ik(x(f)−x(f ′))

[
e−(Ĥ0(k)−µ)(t(f)−t(f ′))P±(k)

]
σ(f),σ(f ′)

.

Note that bothA+
f,f ′ andA−

f,f ′ are in Gram form: in fact,

A±
f,f ′ =

∫∫

B×R

dkdω

|B|π
∑

s∈I

[
a±x(f),t(f)σ(f)(k, ω, s)

]∗
a±x(f ′),t(f ′),σ(f ′)(k, ω, s)

≡
(
a±x(f),t(f),σ(f), a

±
x(f ′),t(f ′),σ(f ′)

)
, (10)

where

a±x,t,σ(k, ω, s) = eikx+iωt

[√
±(Ĥ0(k)− µ)

P±(k)

−iω + Ĥ0(k)− µ

]

s,σ

.

From the de�nitions, letting ‖ · ‖ be the norm induced by the inner product
in (10), one �nds

‖a±x,t,σ‖2 =
∫

dk

|B|
[
P±(k)

]
σ,σ

,

which is≤ 1, for both signs±. Summarizing, the determinant in the right
side of (9) admits the following ‘time-ordered’ Gram representation:

det[si(f),i(f ′)g(f,f ′)] = det
[
1t(f)>t(f ′)

(
ui(f) ⊗ a+f , ui(f ′) ⊗ a+f ′

)

−1t(f)≤t(f ′)

(
ui(f) ⊗ a−f , ui(f ′) ⊗ a−f ′

)]
,

(11)

which is in fact enough for our purposes: as shown in [18, 49], the right
side of (11) is bounded above by (‖a+‖ + ‖a−‖)2d, where d is the dimen-
sion of the matrix (in our case, d = n + 1). In conclusion, recalling that
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‖a±x,t‖ ≤ 1, one �nds that the integral of the determinant in the right side
of (9) is bounded from above by 22(n+1). Recalling also that the number of
collectionsT (‘number of spanning trees’) is bounded above by (const.)nn!,
one sees that this estimate is enough for our purposes, i.e., to obtain uniform
convergence of the speci�c free energy, for U small enough. In fact, in view
of the combinatorial gain obtained above, the n-th order term in the series
for logZ(U) is bounded above by Cn|U |n, for a suitable constant C > 0,
which is summable over n for |U | < C−1.

A similar argument can be repeated to prove the convergence of the se-
ries in U for the Euclidean truncated correlation functions of local opera-
tors in the same domain of analyticity, as well as their exponential decay at
large space-time distances, uniformly in β and L. In particular, there exists
C, c > 0 such that

〈〈〈Ji,t; Jj〉〉〉∞ ≤ Ce−cδµt, ∀t ≥ 0. (12)
Thedetails of theproofwill not bebelaboredhere and are left as an instructive
exercise to the reader.

6.1 Wick rotation for the Kubo conductivity

Using the analyticity and exponential decay in space-time of the Euclidean
correlations discussed above, one can prove that the Wick rotation for the
Kubo conductivity, sketched in Section 5.1, can be made rigorous. The key
steps in the proof are the following (for details, consult [29, Section 6]):
1) Let Ji(z) = eizHJie

−izH , z ∈ C, be the complex time evolution of
the current. Note that Ji,t = Ji(−it), t ∈ R. At �nite β, L, the corre-
lation L−2〈Ji(z); Jj〉β,L is entire in z. Moreover, thanks to the results on
the Euclidean correlations sketched above, these �nite volume correlations
converge as β, L → ∞ along the negative imaginary axis, and they are uni-
formly bounded in the whole complex lower half-plane. Therefore, by Vi-
tali’s theorem, the limit as β, L → ∞ of the complex time correlations,
〈〈〈Ji(z); Jj〉〉〉∞ exists and is analytic in the whole open lower half-plane. More-
over, by Cauchy-Schwarz inequality and (12),

|〈〈〈Ji(z); Jj〉〉〉∞| ≤ 〈〈〈Ji(Re z); Ji〉〉〉1/2∞ 〈〈〈Jj(Re z); Jj〉〉〉1/2∞ ≤ CeδµRe z.

2) For t ∈ R, the limit
〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ = lim

β→∞
lim
L→∞

L−2〈[Ji, Jj(t)]〉β,L
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In our case the propagator is not in Gram form, but almost so (we give here
the formulas in theβ, L → ∞ limit; similar, but slightlymore cumbersome,
expressions are valid in the general case):

g(f,f ′) = 1t(f)>t(f ′)A
+
f,f ′ − 1t(f)≤t(f ′)A

−
f,f ′ ,

where

A±
f,f ′ =

∫

B

dk

|B|e
−ik(x(f)−x(f ′))

[
e−(Ĥ0(k)−µ)(t(f)−t(f ′))P±(k)

]
σ(f),σ(f ′)

.

Note that bothA+
f,f ′ andA−

f,f ′ are in Gram form: in fact,

A±
f,f ′ =

∫∫

B×R

dkdω

|B|π
∑

s∈I

[
a±x(f),t(f)σ(f)(k, ω, s)

]∗
a±x(f ′),t(f ′),σ(f ′)(k, ω, s)

≡
(
a±x(f),t(f),σ(f), a

±
x(f ′),t(f ′),σ(f ′)

)
, (10)

where

a±x,t,σ(k, ω, s) = eikx+iωt

[√
±(Ĥ0(k)− µ)

P±(k)

−iω + Ĥ0(k)− µ

]

s,σ

.

From the de�nitions, letting ‖ · ‖ be the norm induced by the inner product
in (10), one �nds

‖a±x,t,σ‖2 =
∫

dk

|B|
[
P±(k)

]
σ,σ

,

which is≤ 1, for both signs±. Summarizing, the determinant in the right
side of (9) admits the following ‘time-ordered’ Gram representation:

det[si(f),i(f ′)g(f,f ′)] = det
[
1t(f)>t(f ′)

(
ui(f) ⊗ a+f , ui(f ′) ⊗ a+f ′

)

−1t(f)≤t(f ′)

(
ui(f) ⊗ a−f , ui(f ′) ⊗ a−f ′

)]
,

(11)

which is in fact enough for our purposes: as shown in [18, 49], the right
side of (11) is bounded above by (‖a+‖ + ‖a−‖)2d, where d is the dimen-
sion of the matrix (in our case, d = n + 1). In conclusion, recalling that
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‖a±x,t‖ ≤ 1, one �nds that the integral of the determinant in the right side
of (9) is bounded from above by 22(n+1). Recalling also that the number of
collectionsT (‘number of spanning trees’) is bounded above by (const.)nn!,
one sees that this estimate is enough for our purposes, i.e., to obtain uniform
convergence of the speci�c free energy, for U small enough. In fact, in view
of the combinatorial gain obtained above, the n-th order term in the series
for logZ(U) is bounded above by Cn|U |n, for a suitable constant C > 0,
which is summable over n for |U | < C−1.

A similar argument can be repeated to prove the convergence of the se-
ries in U for the Euclidean truncated correlation functions of local opera-
tors in the same domain of analyticity, as well as their exponential decay at
large space-time distances, uniformly in β and L. In particular, there exists
C, c > 0 such that

〈〈〈Ji,t; Jj〉〉〉∞ ≤ Ce−cδµt, ∀t ≥ 0. (12)
Thedetails of theproofwill not bebelaboredhere and are left as an instructive
exercise to the reader.

6.1 Wick rotation for the Kubo conductivity

Using the analyticity and exponential decay in space-time of the Euclidean
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Kubo conductivity, sketched in Section 5.1, can be made rigorous. The key
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1) Let Ji(z) = eizHJie

−izH , z ∈ C, be the complex time evolution of
the current. Note that Ji,t = Ji(−it), t ∈ R. At �nite β, L, the corre-
lation L−2〈Ji(z); Jj〉β,L is entire in z. Moreover, thanks to the results on
the Euclidean correlations sketched above, these �nite volume correlations
converge as β, L → ∞ along the negative imaginary axis, and they are uni-
formly bounded in the whole complex lower half-plane. Therefore, by Vi-
tali’s theorem, the limit as β, L → ∞ of the complex time correlations,
〈〈〈Ji(z); Jj〉〉〉∞ exists and is analytic in the whole open lower half-plane. More-
over, by Cauchy-Schwarz inequality and (12),

|〈〈〈Ji(z); Jj〉〉〉∞| ≤ 〈〈〈Ji(Re z); Ji〉〉〉1/2∞ 〈〈〈Jj(Re z); Jj〉〉〉1/2∞ ≤ CeδµRe z.

2) For t ∈ R, the limit
〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ = lim

β→∞
lim
L→∞

L−2〈[Ji, Jj(t)]〉β,L
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exists, uniformly in t ∈ R. This follows from the Lieb-Robinson bounds on
the quantum evolution of lattice systems [43], and in particular from one of
its corollary, worked out in [17, 46], which implies the existence of the in�nite
volume, zero temperature, real time correlations for a large class of quantum
lattice systems.

Given these two results, andusing the fact that 〈Ji〉β,L = 0, one rewrites,
for ω < 0,

K̂ij(ω) = lim
β→∞

lim
L→∞

1

L2
× (13)

∫ β/2

0

(
e−iωt〈Ji(−it)Jj〉β,L + e+iωt〈Jj(−it)Ji〉β,L

)
dt

Since the integrand, thought of as a function of z = −it, is analytic in the
complex lower half-plane, and since it decays exponentially in−Re z, one can
rotate the integrals over the negative imaginary axis as shown in Fig. 7.

2 1

z

C

Fig. 7− The complex rotations of the integration paths performed on the two contributions
in the right side of (13). The rotation labelled (1) (resp. (2)) refers to the first (resp. second)
term in the right side of the equation.

After the rotation shown in the picture, one rewrites:

K̂ij(ω) = lim
ε→0+

lim
β→∞

lim
L→∞

i

L2
×

∫ 0

−β/2

(
e−ω(t+iε)〈Ji(−t− iε)Jj〉β,L − e−ω(t−iε)〈Jj(t− iε)Ji〉β,L

)
dt
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The two terms under the integral sign represent complex time current- cur-
rent correlations, with times having a small imaginary part: in other words,
the integration paths shadow the real axis from below. In order to ‘push’ the
paths on the real axis one uses the information that the real-time correlation
exist, thanks to the Lieb-Robinson bounds. Using this fact, together with the
a priori bounds on the complex time correlations discussed above, one �nds
that the limit as ε → 0+ of the above integrals exist, and are equal to the
time integral of the limiting (real-time) correlation functions, as desired. For
details, see [29, Section 6].

In conclusion, as announced in Section 5.1, the �rst term in the right
side of the Kubo conductivity (3) equals− 1

η
K̂ij(−η). Moreover, as claimed

in the same section, the diamagnetic term equals 1
η
K̂ij(0) (for a proof of this

fact, based on the use of Ward Identities, see (26) below), thus leading to the
desired identity σij = σ̄ij , with σ̄ij as in (6).

7. WardIdentities, Schwinger-Dysonequationsandcan-
cellations in perturbation theory

From the theory of the Euclidean correlations discussion above, we inferred
that σij = σ̄ij , that σ̄ij is analytic in U in a small ball centered at the ori-
gin, and that the truncated multi-point Euclidean current correlations decay
exponentially to zero at large space-time separation. I now want to combine
these ingredients in order to show that σ̄ij = σ̄ij

∣∣
U=0

, that is, all the interac-
tion corrections to the Euclidean Kubo conductivity vanishes, which implies
Theorem 1.

As anticipated above, these remarkable cancellations can be proved via
a combination of two classes of identities, namely theWard Identities and the
Schwinger-Dyson equations, which are brie�y reviewed in the following.

7.1 Ward Identities

TheWard Identities that I want to discuss here are a consequence of the con-
tinuity equation for the lattice current. The starting point is the de�nition of
the imaginary-time evolutionof the fermionicdensity: nσ

(t,x) := etHnx,σe
−tH .
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Since the integrand, thought of as a function of z = −it, is analytic in the
complex lower half-plane, and since it decays exponentially in−Re z, one can
rotate the integrals over the negative imaginary axis as shown in Fig. 7.
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in the right side of (13). The rotation labelled (1) (resp. (2)) refers to the first (resp. second)
term in the right side of the equation.

After the rotation shown in the picture, one rewrites:

K̂ij(ω) = lim
ε→0+

lim
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lim
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i

L2
×
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The two terms under the integral sign represent complex time current- cur-
rent correlations, with times having a small imaginary part: in other words,
the integration paths shadow the real axis from below. In order to ‘push’ the
paths on the real axis one uses the information that the real-time correlation
exist, thanks to the Lieb-Robinson bounds. Using this fact, together with the
a priori bounds on the complex time correlations discussed above, one �nds
that the limit as ε → 0+ of the above integrals exist, and are equal to the
time integral of the limiting (real-time) correlation functions, as desired. For
details, see [29, Section 6].

In conclusion, as announced in Section 5.1, the �rst term in the right
side of the Kubo conductivity (3) equals− 1

η
K̂ij(−η). Moreover, as claimed

in the same section, the diamagnetic term equals 1
η
K̂ij(0) (for a proof of this

fact, based on the use of Ward Identities, see (26) below), thus leading to the
desired identity σij = σ̄ij , with σ̄ij as in (6).

7. WardIdentities, Schwinger-Dysonequationsandcan-
cellations in perturbation theory

From the theory of the Euclidean correlations discussion above, we inferred
that σij = σ̄ij , that σ̄ij is analytic in U in a small ball centered at the ori-
gin, and that the truncated multi-point Euclidean current correlations decay
exponentially to zero at large space-time separation. I now want to combine
these ingredients in order to show that σ̄ij = σ̄ij

∣∣
U=0

, that is, all the interac-
tion corrections to the Euclidean Kubo conductivity vanishes, which implies
Theorem 1.

As anticipated above, these remarkable cancellations can be proved via
a combination of two classes of identities, namely theWard Identities and the
Schwinger-Dyson equations, which are brie�y reviewed in the following.

7.1 Ward Identities

TheWard Identities that I want to discuss here are a consequence of the con-
tinuity equation for the lattice current. The starting point is the de�nition of
the imaginary-time evolutionof the fermionicdensity: nσ

(t,x) := etHnx,σe
−tH .



102	 ALESSANDRO GIULIANI32 ALESSANDROGIULIANI32 ALESSANDROGIULIANI32 ALESSANDROGIULIANI

By deriving it with respect to t one gets:

∂

∂t
nσ
(t,x) =

[
H,nσ

(t,x)

]
= i

∑

y,σ′

(
Jσσ′

xy

)
t
, (14)

where
(
Jσσ′
xy

)
t
is the imaginary time evolution of the lattice current:

Jσσ′

xy := i
(
ψ+
x,σH

0
σ,σ′(x− y)ψ−

y,σ′ − ψ+
y,σ′H

0
σ′,σ(y − x)ψ−

x,σ

)
.

Note that by letting σ vary in I in (14), one obtains |I| independent local
conservation laws. It is convenient to consider the following linear combina-
tion of these |I| conservation laws: let J̃0,(t,p) := q

∑
x,σ e

−ipxσnσ
(t,x), where

xσ = x + rσ; by deriving with respect to t, and using the anti-symmetry of
the lattice current under the exchange (x, σ) ↔ (y, σ′), one �nds:

∂

∂t
J̃0,(t,p) =

iq

2

∑

x,y
σ,σ′

(e−ipxσ − e−ipyσ′ )
(
Jσσ′

xy

)
t
≡ −p · J̃(t,p),

where in the last equation I de�ned J̃(t,p) to be

J̃(t,p) :=
q

2

∑

x,y
σ,σ′

e−ipxση
(
p(yσ′ − xσ)

)
(yσ′ − xσ)

(
Jσσ′

xy

)
t
,

with η(x) := (1 − e−ix)/(ix). After Fourier transform with respect to
(w.r.t.) the imaginary time variable, and letting p := (ω, p), this conserva-
tion law reads

iωĴ0,p + p · Ĵp = 0, (15)

where Ĵ0,p is the Fourier transform w.r.t. t of J̃0,(t,p), and similarly for Ĵp,
whose components will be denoted Ĵi,p, i = 1, 2.

Remark. The variable p is introduced here as an auxiliary variable:
the equations I will eventually be interested in are obtained by deriving w.r.t.
p the Ward Identities for the correlations of Ĵp with other observables, and
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then setting this momentum variable to zero. Note that J̃(t,p)
∣∣
p=0

= Jt,
which clari�es the connectionwith the current observable introduced above.

The desiredWard Identities are obtained by plugging the conservation
law (15) into the formula for the multi-point current correlations: let

K̂α1,...,αn
(p1, . . . ,pn−1) := lim

β→∞
lim

L→∞

1

βL2
〈T Ĵα1,p1

; · · · ; Ĵα1,p1
〉β,L, (16)

where: αi ∈ {0, 1, 2}∪I and, ifα ∈ {0, 1, 2}, Ĵα,p has alreadybeende�ned
above, while, if α = σ ∈ I , then Ĵσ,p ≡ n̂σ

p, that is the Fourier transform
w.r.t. t of

(
nσ
x

)
t
. Moreover, in the right side of (16), pn := −p1 · · · −

pn−1. Note that K̂i,j

(
(ω, 0)

)
equals the Euclidean current-current correla-

tion K̂ij(ω) de�ned in (5) above. By using (15) into the de�nition (16) one
gets

iω1K̂0,α2,··· ,αn(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

i=1

p1,iK̂i,α2,··· ,αn(p1, . . . ,pn−1)

=
n∑

j=2

Ŝαj ;α̂j
(p1, . . . ,pn−1), (17)

where α̂j = (α2, . . . , �αj, . . . , αn) and, if I let

∆̂αj
(p1,pj) :=

∫ β

0

dt e−i(ω1+ωj)t
[
J̃0,(t,p1), J̃αj ,(t,pj)

]
, (18)

then

Ŝαj ;α̂j
(p1, . . . ,pn−1) := lim

β,L→∞

1

βL2
×

〈T ∆̂αj
(p1,pj); Ĵα2,p2 ; · · · ; Ĵαj−1,pj−1

;
/
Ĵαj ,pj

; · · · ; Ĵαn,pn〉β,L.
(19)

In order to prove (17), one can start from the very de�nition of iω1K̂0α2···αn :

iω1K̂0,α2,··· ,αn(p1, . . . ,pn−1)

= lim
β→∞

lim
L→∞

1

βL2

∫ β

0

dt1 e
−iω1t1

∂

∂t1
〈T J̃0,(t1,p1); Ĵα2,p2 ; · · · ; Ĵαn,pn〉β,L.
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By deriving it with respect to t one gets:

∂

∂t
nσ
(t,x) =

[
H,nσ

(t,x)

]
= i

∑

y,σ′

(
Jσσ′

xy

)
t
, (14)

where
(
Jσσ′
xy

)
t
is the imaginary time evolution of the lattice current:

Jσσ′

xy := i
(
ψ+
x,σH

0
σ,σ′(x− y)ψ−

y,σ′ − ψ+
y,σ′H

0
σ′,σ(y − x)ψ−

x,σ

)
.

Note that by letting σ vary in I in (14), one obtains |I| independent local
conservation laws. It is convenient to consider the following linear combina-
tion of these |I| conservation laws: let J̃0,(t,p) := q

∑
x,σ e

−ipxσnσ
(t,x), where

xσ = x + rσ; by deriving with respect to t, and using the anti-symmetry of
the lattice current under the exchange (x, σ) ↔ (y, σ′), one �nds:

∂

∂t
J̃0,(t,p) =

iq

2

∑

x,y
σ,σ′

(e−ipxσ − e−ipyσ′ )
(
Jσσ′

xy

)
t
≡ −p · J̃(t,p),

where in the last equation I de�ned J̃(t,p) to be

J̃(t,p) :=
q

2

∑

x,y
σ,σ′

e−ipxση
(
p(yσ′ − xσ)

)
(yσ′ − xσ)

(
Jσσ′

xy

)
t
,

with η(x) := (1 − e−ix)/(ix). After Fourier transform with respect to
(w.r.t.) the imaginary time variable, and letting p := (ω, p), this conserva-
tion law reads

iωĴ0,p + p · Ĵp = 0, (15)

where Ĵ0,p is the Fourier transform w.r.t. t of J̃0,(t,p), and similarly for Ĵp,
whose components will be denoted Ĵi,p, i = 1, 2.

Remark. The variable p is introduced here as an auxiliary variable:
the equations I will eventually be interested in are obtained by deriving w.r.t.
p the Ward Identities for the correlations of Ĵp with other observables, and
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then setting this momentum variable to zero. Note that J̃(t,p)
∣∣
p=0

= Jt,
which clari�es the connectionwith the current observable introduced above.

The desiredWard Identities are obtained by plugging the conservation
law (15) into the formula for the multi-point current correlations: let

K̂α1,...,αn
(p1, . . . ,pn−1) := lim

β→∞
lim

L→∞

1

βL2
〈T Ĵα1,p1

; · · · ; Ĵα1,p1
〉β,L, (16)

where: αi ∈ {0, 1, 2}∪I and, ifα ∈ {0, 1, 2}, Ĵα,p has alreadybeende�ned
above, while, if α = σ ∈ I , then Ĵσ,p ≡ n̂σ

p, that is the Fourier transform
w.r.t. t of

(
nσ
x

)
t
. Moreover, in the right side of (16), pn := −p1 · · · −

pn−1. Note that K̂i,j

(
(ω, 0)

)
equals the Euclidean current-current correla-

tion K̂ij(ω) de�ned in (5) above. By using (15) into the de�nition (16) one
gets

iω1K̂0,α2,··· ,αn(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

i=1

p1,iK̂i,α2,··· ,αn(p1, . . . ,pn−1)

=
n∑

j=2

Ŝαj ;α̂j
(p1, . . . ,pn−1), (17)

where α̂j = (α2, . . . , �αj, . . . , αn) and, if I let

∆̂αj
(p1,pj) :=

∫ β

0

dt e−i(ω1+ωj)t
[
J̃0,(t,p1), J̃αj ,(t,pj)

]
, (18)

then

Ŝαj ;α̂j
(p1, . . . ,pn−1) := lim

β,L→∞

1

βL2
×

〈T ∆̂αj
(p1,pj); Ĵα2,p2 ; · · · ; Ĵαj−1,pj−1

;
/
Ĵαj ,pj

; · · · ; Ĵαn,pn〉β,L.
(19)

In order to prove (17), one can start from the very de�nition of iω1K̂0α2···αn :
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= lim
β→∞
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1

βL2
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0
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∂

∂t1
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In the right side, the derivative w.r.t. t1, when acting on

〈T J̃0,(t1,p1); Ĵα2,p2 ; · · · ; Ĵαn,pn〉β,L,
can either act on J̃0,(t1,p1), in which case we get

−p1 · 〈T J̃(t1,p1); Ĵα2,p2 ; · · · ; Ĵαn,pn〉β,L,
or on the theta functions that implement the action of the time-orderding
operator T , in which case we get

n∑

j=2

〈T
[
J̃0,(t1,p1), J̃αj ,(t1,pj)

]
; Ĵα2,p2 ; · · · ;

/
Jαj ,pj

; · · · ; Ĵαn,pn〉β,L.

Putting together the two contributions, we get (17).
Now, recalling the fact that the truncated Euclidean correlation func-

tions of local operators decay exponentially in space and (Euclidean) time,
one has that their Fourier transforms are analytic in pi in a neighborhood of
the origin. In particular, I can di�erentiate (17) w.r.t. p1 and then set p1 = 0.
Letme do so in a few special cases, whichwill be useful in the following. Con-
sider (17) in the case n ≥ 2 and αj ∈ I , ∀j ≥ 2, in which case it reduces
to

iω1K̂0,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p1,jK̂j,σ(p1, . . . ,pn−1) = 0,

where σ = (α2, . . . , αn). The reason why the right side of the Ward Identi-
ties is zero is that J̃0,(t1,p1) commutes with J̃σj ,(t1,pj), ∀σj ∈ I . By di�erenti-
ating the previous identity w.r.t. p1, and then setting p1 = 0, one gets:

K̂j,σ

(
(ω, 0),p2, . . . ,pn−1

)
(20)

= −iω
∂

∂p1,j
K̂0,σ

(
(ω, 0),p2, . . . ,pn−1

)
, j = 1, 2.

Similarly, if n ≥ 3, α2 = j′ ∈ {1, 2}, and (α3, . . . , αn) ∈ In−2, then the
Ward Identity (17) reduces to

iω1K̂0,j′,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p1,jK̂j,j′,σ (p1, . . . ,pn−1) =

Ŝj′;σ(p1, . . . ,pn−1),

(21)
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while, if α2 = 0,

iω1K̂0,0,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p1,jK̂j,0,σ(p1, . . . ,pn−1) = 0,

or, by exchanging the roles of p1 and p2,

iω2K̂0,0,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p2,jK̂0,j,σ(p1, . . . ,pn−1) = 0. (22)

Now, by di�erentiating (21) w.r.t. p1 and then setting p1 = 0, one gets

K̂j,j′,σ

(
(ω1, 0),p2, . . . ,pn−1

)

= −iω1
∂

∂p1,j
K̂0,j′,σ

(
(ω1, 0),p2, . . . ,pn−1

)

+
∂

∂p1,j
Ŝj′;σ

(
(ω1, 0),p2, . . . ,pn−1

)
, (23)

Moreover, by di�erentiating (22) w.r.t. p2 and then setting p2 = 0, one gets

K̂0,j′,σ(p1, (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1)

= −iω2
∂

∂p2,j′
K̂0,0,σ(p1, (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1). (24)

By plugging (24) into (23), we obtain

K̂j,j′,σ

(
(ω1, 0), (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1

)

= −ω1ω2
∂2

∂p1,j∂p2,j′
K̂0,0,σ

(
(ω1, 0), (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1

)

+
∂

∂p1,j
Ŝj′;σ

(
(ω1, 0), (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1

)
. (25)

In the following, I intend to combine the identities (20) and (25) with the
Schwinger-Dyson equation. Before I do so, let me conclude this section by
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In the right side, the derivative w.r.t. t1, when acting on
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or on the theta functions that implement the action of the time-orderding
operator T , in which case we get

n∑

j=2

〈T
[
J̃0,(t1,p1), J̃αj ,(t1,pj)

]
; Ĵα2,p2 ; · · · ;

/
Jαj ,pj

; · · · ; Ĵαn,pn〉β,L.
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Letme do so in a few special cases, whichwill be useful in the following. Con-
sider (17) in the case n ≥ 2 and αj ∈ I , ∀j ≥ 2, in which case it reduces
to

iω1K̂0,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p1,jK̂j,σ(p1, . . . ,pn−1) = 0,

where σ = (α2, . . . , αn). The reason why the right side of the Ward Identi-
ties is zero is that J̃0,(t1,p1) commutes with J̃σj ,(t1,pj), ∀σj ∈ I . By di�erenti-
ating the previous identity w.r.t. p1, and then setting p1 = 0, one gets:

K̂j,σ

(
(ω, 0),p2, . . . ,pn−1

)
(20)

= −iω
∂

∂p1,j
K̂0,σ

(
(ω, 0),p2, . . . ,pn−1

)
, j = 1, 2.

Similarly, if n ≥ 3, α2 = j′ ∈ {1, 2}, and (α3, . . . , αn) ∈ In−2, then the
Ward Identity (17) reduces to

iω1K̂0,j′,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p1,jK̂j,j′,σ (p1, . . . ,pn−1) =

Ŝj′;σ(p1, . . . ,pn−1),

(21)
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while, if α2 = 0,

iω1K̂0,0,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p1,jK̂j,0,σ(p1, . . . ,pn−1) = 0,

or, by exchanging the roles of p1 and p2,

iω2K̂0,0,σ(p1, . . . ,pn−1) +
2∑

j=1

p2,jK̂0,j,σ(p1, . . . ,pn−1) = 0. (22)

Now, by di�erentiating (21) w.r.t. p1 and then setting p1 = 0, one gets
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(
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)

= −iω1
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(
(ω1, 0),p2, . . . ,pn−1

)

+
∂

∂p1,j
Ŝj′;σ

(
(ω1, 0),p2, . . . ,pn−1

)
, (23)

Moreover, by di�erentiating (22) w.r.t. p2 and then setting p2 = 0, one gets

K̂0,j′,σ(p1, (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1)

= −iω2
∂

∂p2,j′
K̂0,0,σ(p1, (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1). (24)

By plugging (24) into (23), we obtain

K̂j,j′,σ

(
(ω1, 0), (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1

)

= −ω1ω2
∂2

∂p1,j∂p2,j′
K̂0,0,σ

(
(ω1, 0), (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1

)

+
∂

∂p1,j
Ŝj′;σ

(
(ω1, 0), (ω2, 0),p3, . . . ,pn−1

)
. (25)

In the following, I intend to combine the identities (20) and (25) with the
Schwinger-Dyson equation. Before I do so, let me conclude this section by
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proving that the diamagnetic term in the Kubo conductivity is equal to
1
η
K̂ij(0): consider (17) with n = 2 and α2 = j ∈ {1, 2}:

iωK̂0,j(p)+p1K̂1,j(p)+p2K̂2,j(p) = Ŝj(p), where p = (ω, p).

Deriving this equation w.r.t. p and then setting p = 0, one gets:

K̂i,j(0) =
∂Ŝj

∂pi
(0). (26)

Recalling the de�nition of Ŝj(p), eq.(19), I can write

Ŝj(p) = q〈〈〈
[∑

x,σ

e−ip·xσnσ
(0,x), Jj,−p

]
〉〉〉∞

(here I denoted by Jj,−p the j-th component of J̃(t,−p)

∣∣
t=0

), so that

K̂i,j(0) = −iq〈〈〈
[
Xi, Jj

]
〉〉〉∞

= q2〈〈〈
[
Xi, [H,Xj]

]
〉〉〉∞ = −q2〈〈〈

[
[H,Xi], Xj

]
〉〉〉∞,

as desired.

7.2 Schwinger-Dyson equation

The Schwinger-Dyson equation that I want to discuss is an interpolation
identity relating the current-current correlation K̂i,j of the interactingmodel,
with interaction strength U , to higher point correlation functions (such as
current-current-density-density correlations) at interaction strengthU ′, where
U ′ is an interpolation parameter between 0 andU . More general Schwinger-
Dyson equations can be obtained along the same lines outlined below, for
di�erent multi-point correlations.

For the purpose of this and the following section, I add a superscriptU
to the interacting current-current correlation at interaction strength U (and
similarly for the higher point correlations), in order to emphasize its depen-
dence upon this parameter. By the fundamental theorem of calculus,

K̂U
i,j(p) = K̂0

i,j(p) +

∫ U

0

dU ′ d

dU ′ K̂
U ′

i,j (p).
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Recall that K̂U ′
i,j is the current-current correlation computed in the Gibbs

state with HamiltonianH = H0 − U ′V − µN , see (1). Therefore, by com-
puting the derivative inU ′, one �nds

K̂U
i,j(p) = K̂0

i,j(p) +

∫ U

0

dU ′ K̂U ′

i,j,V (p.− p), (27)

where

K̂U ′

i,j (p,−p) = lim
β→∞

lim
L→∞

1

βL2
〈T Ĵi,p; Ĵj,−p;

∫ β

0

Vt dt〉U
′

β,L,

and, again, the superscript U ′ in the right side has been added to emphasize
that theGibbsmeasure is associatedwith theHamiltonianH = H0−U ′V −
µN , with interaction strengthU ′.

Now, in the limit β, L → ∞,
∫ β

0
Vt dt formally tends to

∫

R

dq0
2π

∫

B

dq

|B|
∑

σ,σ′∈I

n̂σ
qv̂σ,σ′(q)n̂σ′

−q,

where q = (q0, q); at �nite β and �nite L,
∫ β

0
Vt dt can be written in the

same form, but the integrals over q0 and q should be interpreted as suitable,
discrete, Riemann sum approximations. By using this explicit expression for∫ β

0
Vt dt, one rewrites:

K̂U ′

i,j,V (p) = lim
β→∞

lim
L→∞

1

βL2
×

×
∫

dq0dq

2π|B|
∑

σ,σ′∈I

v̂σ,σ′(q)〈T Ĵi,p; Ĵj,−p; n̂
σ
qn̂

σ′

−q〉U
′

β,L.

where, again, the integrals over q0 and q should be interpreted as appropri-
ate Riemann sums. Note that there is no semicolon between n̂σ

q and n̂σ′
−q,

i.e., the correlation function in the right side is not ‘completely truncated’.
Of course, if desired, one can rewrite it as a linear combination of (products
of) completely truncated correlations. If I do so, and then perform the limit
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proving that the diamagnetic term in the Kubo conductivity is equal to
1
η
K̂ij(0): consider (17) with n = 2 and α2 = j ∈ {1, 2}:

iωK̂0,j(p)+p1K̂1,j(p)+p2K̂2,j(p) = Ŝj(p), where p = (ω, p).

Deriving this equation w.r.t. p and then setting p = 0, one gets:

K̂i,j(0) =
∂Ŝj

∂pi
(0). (26)

Recalling the de�nition of Ŝj(p), eq.(19), I can write

Ŝj(p) = q〈〈〈
[∑

x,σ

e−ip·xσnσ
(0,x), Jj,−p

]
〉〉〉∞

(here I denoted by Jj,−p the j-th component of J̃(t,−p)

∣∣
t=0

), so that

K̂i,j(0) = −iq〈〈〈
[
Xi, Jj

]
〉〉〉∞

= q2〈〈〈
[
Xi, [H,Xj]

]
〉〉〉∞ = −q2〈〈〈

[
[H,Xi], Xj

]
〉〉〉∞,

as desired.

7.2 Schwinger-Dyson equation

The Schwinger-Dyson equation that I want to discuss is an interpolation
identity relating the current-current correlation K̂i,j of the interactingmodel,
with interaction strength U , to higher point correlation functions (such as
current-current-density-density correlations) at interaction strengthU ′, where
U ′ is an interpolation parameter between 0 andU . More general Schwinger-
Dyson equations can be obtained along the same lines outlined below, for
di�erent multi-point correlations.

For the purpose of this and the following section, I add a superscriptU
to the interacting current-current correlation at interaction strength U (and
similarly for the higher point correlations), in order to emphasize its depen-
dence upon this parameter. By the fundamental theorem of calculus,

K̂U
i,j(p) = K̂0

i,j(p) +

∫ U

0

dU ′ d

dU ′ K̂
U ′

i,j (p).
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Recall that K̂U ′
i,j is the current-current correlation computed in the Gibbs

state with HamiltonianH = H0 − U ′V − µN , see (1). Therefore, by com-
puting the derivative inU ′, one �nds

K̂U
i,j(p) = K̂0

i,j(p) +

∫ U

0

dU ′ K̂U ′

i,j,V (p.− p), (27)

where

K̂U ′

i,j (p,−p) = lim
β→∞

lim
L→∞

1

βL2
〈T Ĵi,p; Ĵj,−p;

∫ β

0

Vt dt〉U
′

β,L,

and, again, the superscript U ′ in the right side has been added to emphasize
that theGibbsmeasure is associatedwith theHamiltonianH = H0−U ′V −
µN , with interaction strengthU ′.

Now, in the limit β, L → ∞,
∫ β

0
Vt dt formally tends to

∫

R

dq0
2π

∫

B

dq

|B|
∑

σ,σ′∈I

n̂σ
qv̂σ,σ′(q)n̂σ′

−q,

where q = (q0, q); at �nite β and �nite L,
∫ β

0
Vt dt can be written in the

same form, but the integrals over q0 and q should be interpreted as suitable,
discrete, Riemann sum approximations. By using this explicit expression for∫ β

0
Vt dt, one rewrites:

K̂U ′

i,j,V (p) = lim
β→∞

lim
L→∞

1

βL2
×

×
∫

dq0dq

2π|B|
∑

σ,σ′∈I

v̂σ,σ′(q)〈T Ĵi,p; Ĵj,−p; n̂
σ
qn̂

σ′

−q〉U
′

β,L.

where, again, the integrals over q0 and q should be interpreted as appropri-
ate Riemann sums. Note that there is no semicolon between n̂σ

q and n̂σ′
−q,

i.e., the correlation function in the right side is not ‘completely truncated’.
Of course, if desired, one can rewrite it as a linear combination of (products
of) completely truncated correlations. If I do so, and then perform the limit
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β, L → ∞, I �nd that (27) can be rewritten as:

K̂U
i,j(p) = K̂0

i,j(p) +

∫ U

0

dU ′
∑

σ,σ′∈I

× (28)

×
[∫

R

dq0
2π

∫

B

dq

|B| v̂σ,σ′(q)K̂U ′

i,j,σ,σ′(p,−p,q)

+ 2v̂σ,σ′(0)K̂U ′

i,j,σ(p,−p)K̂U ′

σ′

+ 2v̂σ,σ′(−p)K̂U ′

i,σ(p)K̂
U ′

j,σ′(−p)
)]

.

7.3 Cancellations and proof of the main theorem

By combining the Ward Identity, or, better, the two corollaries of the Ward
Identity, eqs.(20) and (25), with the Schwinger-Dyson equation, one can
easily prove the desired cancellations, leading to the claim of our main the-
orem. Let me denote by σ̄U

ij the Euclidean Kubo conductivity at interaction
strengthU :

σ̄U
ij =

1

|�1 ∧ �2|
lim
ω→0

∂K̂U
i,j(ω, 0)

∂ω
. (29)

Remember that K̂U
i,j(p) is smooth (analytic!) in its argument. By using the

Schwinger-Dyson equation (28) in the right side of (29), one gets:

σ̄U
ij = σ̄0

ij +
1

|�1 ∧ �2|
∑

σ,σ′∈I

∫ U

0

dU ′ × (30)

× lim
ω→0

{∫

R

dq0
2π

∫

B

dq

|B| v̂σ,σ′(q)
∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q)

+2v̂σ,σ′(0)
∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ

(
(ω, 0),−(ω, 0)

)
K̂U ′

σ′

+2v̂σ,σ′(0)
∂

∂ω

[
K̂U ′

i,σ

(
(ω, 0)

)
K̂U ′

j,σ′(−(ω, 0))
]}

.
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I now focus separately on the three contributions displayed in the three lines
of this equation. Let me start with the �rst term, i.e., the one involving

∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q

)
.

By using (25), one can rewrite

∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q) = (31)

= − ∂

∂ω

[
ω2 ∂2

∂p1,i∂p2,j
K̂U ′

0,0,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q)

]
,

where I used the fact that ∂
∂p1,i

Ŝj;σ

(
(ω, 0),−(ω, 0),q

)
is independent ofω,

by the very de�nition of Ŝj;σ, cf. with (18) and (19) and recall that in this case
ω1 = ω = −ω2. By recalling the smoothness and boundedness properties
of K̂U ′

0,0,σ,σ′ and of its derivatives, we see that (31) implies that

∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q)

tends to zero as ω → 0. Correspondingly, the contribution to σ̄U
ij from the

second line of (30) vanishes (the only issue to be discussed is the exchange of
the limit with the integral over q0 – for details, see [29, Section 4]).

A similar discussion shows that the contributions to σ̄U
ij from the third

and fourth lines of (30) are zero, as well, and this completes the proof of The-
orem 1.

8. Conclusions

I reviewed a recent proof of universality of the Kubo conductivity for a class
of interacting lattice fermions in two dimensions. ‘Universality’ refers here
to the independence of the transport coe�cient from the strength of the
electron-electron interaction: i.e., the interacting conductivity is equal to the
non-interacting one, provided the non-interacting Hamiltonian is chosen to
have a spectral gap, and the strength of the interaction is small, compared to
the gap size. The class of models which this result applies to includes an in-
teracting version of theHaldanemodel. The nice feature of this model is that
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β, L → ∞, I �nd that (27) can be rewritten as:
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)]

.

7.3 Cancellations and proof of the main theorem

By combining the Ward Identity, or, better, the two corollaries of the Ward
Identity, eqs.(20) and (25), with the Schwinger-Dyson equation, one can
easily prove the desired cancellations, leading to the claim of our main the-
orem. Let me denote by σ̄U

ij the Euclidean Kubo conductivity at interaction
strengthU :

σ̄U
ij =

1

|�1 ∧ �2|
lim
ω→0

∂K̂U
i,j(ω, 0)

∂ω
. (29)

Remember that K̂U
i,j(p) is smooth (analytic!) in its argument. By using the

Schwinger-Dyson equation (28) in the right side of (29), one gets:

σ̄U
ij = σ̄0

ij +
1

|�1 ∧ �2|
∑
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∫ U

0

dU ′ × (30)

× lim
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I now focus separately on the three contributions displayed in the three lines
of this equation. Let me start with the �rst term, i.e., the one involving

∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q

)
.

By using (25), one can rewrite

∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q) = (31)

= − ∂

∂ω

[
ω2 ∂2

∂p1,i∂p2,j
K̂U ′

0,0,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q)

]
,

where I used the fact that ∂
∂p1,i

Ŝj;σ

(
(ω, 0),−(ω, 0),q

)
is independent ofω,

by the very de�nition of Ŝj;σ, cf. with (18) and (19) and recall that in this case
ω1 = ω = −ω2. By recalling the smoothness and boundedness properties
of K̂U ′

0,0,σ,σ′ and of its derivatives, we see that (31) implies that

∂

∂ω
K̂U ′

i,j,σ,σ′

(
(ω, 0),−(ω, 0),q)

tends to zero as ω → 0. Correspondingly, the contribution to σ̄U
ij from the

second line of (30) vanishes (the only issue to be discussed is the exchange of
the limit with the integral over q0 – for details, see [29, Section 4]).

A similar discussion shows that the contributions to σ̄U
ij from the third

and fourth lines of (30) are zero, as well, and this completes the proof of The-
orem 1.

8. Conclusions

I reviewed a recent proof of universality of the Kubo conductivity for a class
of interacting lattice fermions in two dimensions. ‘Universality’ refers here
to the independence of the transport coe�cient from the strength of the
electron-electron interaction: i.e., the interacting conductivity is equal to the
non-interacting one, provided the non-interacting Hamiltonian is chosen to
have a spectral gap, and the strength of the interaction is small, compared to
the gap size. The class of models which this result applies to includes an in-
teracting version of theHaldanemodel. The nice feature of this model is that
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it displays a transition from a ‘topologically trivial’ insulating phase (charac-
terized by vanishing transverse Kubo conducitivity) to a non trivial one, as
the parameters φ and M characterizing the hopping term are varied. The
main theoremof these notes, Theorem1, proves that the same transition takes
place in the presence of interactions, thus providing an example of ‘topolog-
ical phase transition’ in a model of interacting electrons.

Building upon the ideas andmethods reviewed here, in particular com-
bining themwith an infraredmultiscale analysis of the ground state of the in-
teracting fermionic system, one can even characterize the nature of transition
line from the topologically non-trivial phase to the trivial one, and it turns
out that, in the case of the interacting Haldane model, the critical theory be-
longs to the same universality class as the non-interacting one. Nevertheless,
the interactions have the remarkable e�ect of renormalizing (‘dressing’) the
transition line: repulsive interactions tend to enlarge the topologically non-
trivial region. For details, see [26, 30]. Constructive fermionic renormaliza-
tion group methods have also been used to prove universality of the longi-
tudinal (‘optical’) conductivity for interacting graphene [28] and, more in
general, for the interacting Haldane model on the renormalized critical line
[26, 30].

A lot remains to be done, but it is likely that extensions of the meth-
ods reviewed here, and further exchange of ideas between the mathematical
physics and condensed matter communities, will allow us to attack and solve
new problems that are currently beyond the state of the art, most notably
the universality of quantum transport coe�cients in interacting electron sys-
tems, in the presence of edges and disorder (in the case of systems with edges
and no disorder, see [6, 45] for recent progress). I hope that the next decades
will also witness advances in other challenging open problems in mathemat-
ical physics, such as the theory of the superconducting phase in interacting
Fermi systems, of the condensed phase in interacting Bose systems, and of
the ferromagnetic phase in ferromagnetic quantum spin systems.

A. The non-interacting Hall conductivity as the first
Chern number of the Bloch bundle

In this appendix, I give a sketch of the proof of (4). I assume for simplicity
that rσ = 0, ∀σ ∈ I , and I set q = −1. In this case, after Fourier transform,

ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 41ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 41ORDER, DISORDERAND PHASE TRANSITIONS INQUANTUMMANY BODY SYSTEMS 41

one gets

J =
∑

σ,σ′

∫

B

dk

|B| ψ̂
+
k,σ∂kĤ

0
σ,σ′(k)ψ̂−

k,σ′ ,

where ψ̂±
k,σ =

∑
x e

∓ik·xψ±
x,σ. Using the Wick rule, one gets

〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ =
∑

σ1,...,σ4

∫

B

dk

|B|∂kiĤ
0
σ1,σ2

(k)×

〈〈〈ψ̂−
k,σ2

ψ̂+
k,σ3

(t)〉〉〉∞∂kjĤ
0
σ3,σ4

(k)〈〈〈ψ̂+
k,σ1

ψ̂−
k,σ4

(t)〉〉〉∞ −
(
i ↔ j

)
,

where

〈〈〈ψ̂−
k,σ2

ψ̂+
k,σ3

(t)〉〉〉∞ =
[
P+(k)e

i(Ĥ0(k)−µ)t
]
σ2,σ3

, (32)

〈〈〈ψ̂+
k,σ1

ψ̂−
k,σ4

(t)〉〉〉∞ =
[
P−(k)e

−i(Ĥ0(k)−µ)t
]
σ4,σ1

. (33)

I plug these expressions in the previous formula, and I use the fact that

∂kĤ
0(k) = ∂k

∑

α=±
Pα(k)Ĥ

0(k)Pα(k).

After a straightforward computation, one �nds that

〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ = G′′
ij(t),

with

Gij(t) =

−
∫

B

dk

|B|Tr
[
∂kiP−(k)e

i(Ĥ0(k)−µ)t∂kjP−(k)P−(k)e
−i(Ĥ0(k)−µ)t

]

+
(
i ↔ j

)
.

Thecontribution to theKuboconductivity involving〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ can then
be written as 1

|�1∧�2| times the limit as η → 0+ of

−i

η

∫ 0

−∞
eηtG′′

ij(t)dt =
−i

η
G′

ij(0) + iGij(0)− iη

∫ 0

−∞
eηtGij(t)dt.
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the parameters φ and M characterizing the hopping term are varied. The
main theoremof these notes, Theorem1, proves that the same transition takes
place in the presence of interactions, thus providing an example of ‘topolog-
ical phase transition’ in a model of interacting electrons.

Building upon the ideas andmethods reviewed here, in particular com-
bining themwith an infraredmultiscale analysis of the ground state of the in-
teracting fermionic system, one can even characterize the nature of transition
line from the topologically non-trivial phase to the trivial one, and it turns
out that, in the case of the interacting Haldane model, the critical theory be-
longs to the same universality class as the non-interacting one. Nevertheless,
the interactions have the remarkable e�ect of renormalizing (‘dressing’) the
transition line: repulsive interactions tend to enlarge the topologically non-
trivial region. For details, see [26, 30]. Constructive fermionic renormaliza-
tion group methods have also been used to prove universality of the longi-
tudinal (‘optical’) conductivity for interacting graphene [28] and, more in
general, for the interacting Haldane model on the renormalized critical line
[26, 30].

A lot remains to be done, but it is likely that extensions of the meth-
ods reviewed here, and further exchange of ideas between the mathematical
physics and condensed matter communities, will allow us to attack and solve
new problems that are currently beyond the state of the art, most notably
the universality of quantum transport coe�cients in interacting electron sys-
tems, in the presence of edges and disorder (in the case of systems with edges
and no disorder, see [6, 45] for recent progress). I hope that the next decades
will also witness advances in other challenging open problems in mathemat-
ical physics, such as the theory of the superconducting phase in interacting
Fermi systems, of the condensed phase in interacting Bose systems, and of
the ferromagnetic phase in ferromagnetic quantum spin systems.

A. The non-interacting Hall conductivity as the first
Chern number of the Bloch bundle

In this appendix, I give a sketch of the proof of (4). I assume for simplicity
that rσ = 0, ∀σ ∈ I , and I set q = −1. In this case, after Fourier transform,
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one gets
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σ,σ′
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B
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|B| ψ̂
+
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0
σ,σ′(k)ψ̂−
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where ψ̂±
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where

〈〈〈ψ̂−
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ψ̂+
k,σ3
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P+(k)e
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ψ̂−
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P−(k)e

−i(Ĥ0(k)−µ)t
]
σ4,σ1
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I plug these expressions in the previous formula, and I use the fact that

∂kĤ
0(k) = ∂k

∑

α=±
Pα(k)Ĥ

0(k)Pα(k).

After a straightforward computation, one �nds that

〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ = G′′
ij(t),

with

Gij(t) =

−
∫

B
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|B|Tr
[
∂kiP−(k)e

i(Ĥ0(k)−µ)t∂kjP−(k)P−(k)e
−i(Ĥ0(k)−µ)t

]

+
(
i ↔ j

)
.

Thecontribution to theKuboconductivity involving〈〈〈[Ji, Jj(t)]〉〉〉∞ can then
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|�1∧�2| times the limit as η → 0+ of

−i

η
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ij(t)dt =
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G′

ij(0) + iGij(0)− iη

∫ 0
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eηtGij(t)dt.
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Now, the third term in the right side goes to zero as η → 0+. Moreover, a
straightforward computation shows that the�rst term in the right side (which
is singular as η → 0+) is equal to

−i

η
G′

ij(0) =
1

η

∫

B

dk

|B|Tr ∂kiĤ
0(k)∂kjP−(k),

which cancels exactly with the diamagnetic contribution to theHall conduc-
tivity. In fact, after performing a Fourier transform, and using (33), one �nds

−1

η
〈〈〈[[H,Xi], Xj]〉〉〉∞ =

1

η

∫

B

dk

|B|〈〈〈ψ̂
+
k ∂ki∂kjĤ

0(k)ψ̂−
k 〉〉〉∞ (34)

=
1

η

∫

B

dk

|B|Tr P−(k)∂ki∂kjĤ
0(k) (35)

= −1

η

∫

B

dk

|B|Tr ∂kiĤ
0(k)∂kjP−(k), (36)

that is −i
η
G′

ij(0)− 1
η
〈〈〈[[H,Xi], Xj]〉〉〉∞ = 0.

In conclusion, plugging all these relations in (3) atU = 0, and recalling
the fact that |�1 ∧ �2| |B| = (2π)2, one �nds

σij

∣∣∣
U=0

=
i

|�1 ∧ �2|
Gij(0)

= −i

∫

B

dk

(2π)2
Tr

{
P−(k)

[
∂kiP−(k), ∂kjP−(k)

]}
,

as desired.
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SUNTO. – Lo studio qui presentato riguarda l’analisi spaziale del notissimo capolavoro
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ABSTRACT. – This study focuses on the spatial analysis of Las Meninas, the worldwide
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highlight the final moral of the story, surprisingly explicated by the appeal to reflection.
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LA SCENA

Fig. 1. Las Meninas, di Diego Velázquez, 1656, olio su tela, cm 276x318, Madrid,
Museo del Prado (fonte web): la scena e lo spazio (annotazioni dell’autore). 

Dipinta ad olio su tela da Diego Rodríguez Velázquez de Silva y
Velázquez nel 1656, la monumentale opera pittorica oggi conosciuta
come Las Meninas, mostra una scena all’apparenza imperscrutabile,
ambientata in un pigro pomeriggio all’interno della Galería de
Mediodía dell’Alcázar de Madrid, l’atelier del pittore situato all’interno
del Palazzo Reale dell’epoca. Si tratta di una scena abbastanza densa-
mente popolata, come mostra la Fig. 1. A partire dal fondo, troviamo il
re Felipe IV e la regina Mariana de Austria, sposata in seconde nozze,
le cui sembianze si riconoscono riflesse nel piccolo specchio collocato
al centro della parete. Poco più a destra Don José Nieto Velázquez, apo-
sentador de la reina, attendente personale della regina, appare in attesa
sui gradini della rampa di accesso alla sala, pronto a preparale il passag-
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gio. A circa metà sala, intenti in riservata conversazione, troviamo
Marcela de Ulloa e Diego Ruiz de Ancona, guardadamas, responsabili
delle damigelle d’onore, las meninas appunto, segnatamente Maria
Augustina Sarmiento de Sotomayor e Isabel de Velasco, ritratte rispet-
tivamente a sinistra e a destra, per chi osserva il dipinto, della Infanta
Margarita, la giovanissima principessa, figlia dei reali di Spagna, la cui
figura risplende luminosa al centro della scena. Più a destra scorgiamo
Maria Barbola e Nicolastico Pertusato, una nana e uno gnomo, figure
sovente di casa nelle corti reali, la cui particolare fisiognomica risulta
all’attenzione del pittore anche in altre opere. In primissimo piano,
quasi a presidiare la scena, sonnacchioso e rassicurante, ecco Mascota,
lo splendido e fedele mastino del re. Un po’ più indietro, sulla sinistra,
subito oltre la grande tela di cui distinguiamo l’intelaiatura posteriore,
la sagoma del pittore Diego Velázquez, aposentador major, maresciallo
del castello, maestro delle cerimonie e attendente personale del re, si
staglia imperiosa per altezza e fiera per postura sui presenti, nell’atto di
apportare gli ultimi ritocchi all’opera in esecuzione sulla grande tela, e
che non ci è dato vedere direttamente. Tutti i protagonisti sono rivolti
verso chi osserva il dipinto, e non sembrano ‘in posa’ ma piuttosto
intenti a perscrutare lo spazio ‘al di qua’ della cornice, ovvero il nostro
stesso spazio, e infine noi stessi, con manifesta curiosità e un certo stu-
pore. Osservando più in alto, ci si rende conto che la metà superiore del
dipinto rappresenta uno spazio sostanzialmente vuoto in cui domina la
superficie del lungo soffitto dell’alta sala, su cui si evidenziano ampie
macchie di umidità, ironico paradosso per un luogo che sarà invece
distrutto dal fuoco la notte di Natale del 1734. Sulle pareti sono ripro-
dotti con precisione i dipinti realmente presenti nella sala al momento
dell’esecuzione dell’opera. A destra, in alto e tra i vani delle grandi
imposte finestrate, si riconoscono opere di Juan Batista del Mazo, gene-
ro di Velázquez, molte di esse essendo copie di opere di Rubens.
Sempre in alto, sul fondo, campeggiano due imponenti tele, eseguite
ancora da Mazo da originali di Rubens. Si tratta delle scene più signifi-
cative: a sinistra Minerva e Aracne, perduta nell’incendio del 1734, a
destra Apollo e Marsia, oggi al museo del Prado. Con straordinaria mae-
strìa la luce pervade l’intera scena con felpata morbidezza, accentuando
i caratteri e stabilendone gerarchie per mezzo di sapientissimi bilancia-
menti cromatici, che culminano nella fulgida immagine della principes-
sa Margarita, a cui il regno di Spagna e gli stessi regnanti, a valle di
dolorose vicende familiari, rivolgono ora affetto e speranze.
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L’IMPIANTO PROSPETTICO

Fig. 2. Identificazione dell’impianto prospettico (diagramma dell’autore).

Tecnicamente l’impianto prospettico è di tipo classico, col punto
principale di osservazione sensibilmente decentrato e il conseguente
effetto di un potente dinamismo percettivo, come si può vedere nella
Fig. 2.

Nell’identificazione del pattern proiettivo si è tenuto conto della
rifilatura operata sul lato destro della tela a seguito dei danni patiti duran-
te l’incendio dell’Alcázar de Madrid, il cui ingombro è graficamente evi-
denziato in Fig. 2. La disposizione dei personaggi all’interno della scena
propone una quadripartizione del registro delle profondità, la cui suddi-
visione può considerarsi sostanzialmente scandita dai gruppi di soggetti
già elencati nella precedente sezione. Vi è quindi un primissimo piano, fra
il bordo della tela e la principessa con le damigelle d’onore. Più in là la
porzione di spazio in cui stanno l’autore e i due guardadamas. Un terzo
registro si estende fino alla parete di fondo. Insondabile, e tuttora non
completamente chiaro nella effettiva configurazione dell’epoca, è infine
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lo spazio accessibile al di là di quella parete, visibile attraverso lo squarcio
dell’uscio e caratterizzato da una luminosità quasi teatrale per la sugge-
stione creata dalla pesante tenda accostata allo stipite dal Nieto per favo-
rire il passaggio della regina. Sappiamo che in tale regione al di là della
soglia di fondo era collocato, lungo la parete meridionale, la stessa che
appare a destra nel dipinto, l’ingresso principale dell’Alcázar de Madrid.
In tale sistema di sequenze prospettiche Diego Velázquez occupa uno
spazio autonomo, non risultando di fatto la sua figura allineata con alcu-
no dei gruppi ritratti. A ben vedere, inoltre, il perimetro della parete di
fondo, evidenziato in Fig. 2, definisce un sottoinsieme scenico quasi auto-
nomo, il cui perimetro include idealmente i soli membri principali della
famiglia reale, significativamente sovrastati dalle effigi delle due grandi
scene mitologiche, dedicate a Minerva e ad Apollo. Il dinamismo pro-
spettico è altresì amplificato dal ritmo complessivo della composizione
pittorica e dalle linee di forza che essa sembra idealmente evocare, alcune
delle quali sono in via d’ipotesi evidenziate nella Fig. 3.

Fig. 3. L’impianto compositivo della scena (diagrammi dell’autore).
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L’apparente perfezione della struttura prospettica ha dunque sug-
gerito di verificare la corrispondenza fra l’immagine dipinta e l’effettivo
spazio fisico della sala rappresentata, proposito di non facile persegui-
mento trattandosi di un ambiente ormai demolito, insieme agli altri
spazi dell’Alcázar a seguito dell’incendio del 1734, per far posto all’at-
tuale Palazzo Reale di Madrid. Il dipinto non offre inoltre, volutamente,
i più tradizionali riferimenti grafici per la determinazione dei valori di
scorcio, come ad esempio il disegno della pavimentazione, elementi un
tempo utili, in primis agli artisti per la corretta esecuzione prospettica,
e tuttavia non più necessari all’arte pittorica ormai pienamente matura
del ‘600. Si è quindi dovuto prendere in considerazione il contributo di
ulteriori materiali documentali, fra i quali di particolare ausilio è risul-
tato il rilievo grafico del castello, eseguito nel 1626 da Juan Gomez de
Mora in vista delle trasformazioni che avrebbero condotto alla configu-
razione degli spazi in essere al tempo in cui il dipinto fu eseguito. Pur
risultando non sempre della massima precisione grafica i dettagli, le
planimetrie hanno offerto un valido supporto alla comprensione delle
proporzioni degli ambienti, nonché della generale organizzazione com-
positiva della fabbrica. Questi documenti grafici, unitamente alla più
recente ed esaustiva ricostruzione storica delle vicende costruttive
dell’Alcázar de Madrid pubblicata da José Manuel Barbeito nel 1992,
hanno fornito le principali basi per la ricostruzione grafica della Galería
de Mediodía, la sala rappresentata nel dipinto. A integrazione e comple-
tamento dell’indagine, ci si è infine riferiti a un Inventario dettagliato
delle opere in essa presenti, risalente al 1686, che ha consentito di iden-
tificare con precisione i dipinti presenti nella sala, la loro collocazione e
la loro dimensione, contribuendo a una più attendibile verifica delle
ipotesi formulate. Sulla base dei dati metrici desunti, previa opportuna
conversione dell’unità di misura originaria in pie castellano nel nostro
sistema metrico, si è quindi proceduto all’estrazione di alcuni parametri
angolari ricavati sulle due giaciture principali, orizzontale e verticale
selezionando, in particolare, quelli evidenziati in Fig. 4, al fine di impo-
stare correttamente il riferimento geometrico per la ricostruzione grafi-
ca dello spazio tramite prospettiva inversa. Tale procedimento si basa
sostanzialmente sul preliminare tracciamento, sull’immagine data, di
rette-traccia di piani noti e dei relativi circoli sottendenti angoli noti in
quei piani, dalla cui interazione risulta possibile ricostruire la posizione
esatta del centro di proiezione, ovvero la collocazione fisica dell’osser-
vatore rispetto allo spazio rappresentato. La conoscenza di questo para-
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metro fornisce infine la chiave di accesso alla procedura grafica per la
ricostruzione della ‘vera forma’ dello spazio a partire dall’immagine
prospettica.

Fig. 4. Identificazione e valutazione dei principali indizi metrici
utili per la ricostruzione prospettica (rielaborazioni grafiche dell’autore).

RICOSTRUZIONE DELLO SPAZIO SCENICO

Impostato il riferimento prospettico sulla base dei dati metrici
desunti come si è detto, si è proceduto alla ricostruzione grafica dello
spazio in pianta e in alzato, mettendo in relazione i due registri proiet-
tivi: quello prospettico, basato sulla proiezione conica, più fedele alla
visione fisiologica ma con forti distorsioni metriche e angolari, e quel-
lo ortografico, basato sulla proiezione cilindrica, meno fedele alla
visione fisiologica ma assai comodo per via della conservazione del
parallelismo e di alcune proporzioni geometriche nell’immagine risul-
tante. In particolare, mediante opportune costruzioni basate sul prin-
cipio dell’omologia, la trasformazione che regola gli spazi proiettivi
nel rispetto dei relativi invarianti fondativi, si è proceduto alla deter-
minazione grafica delle principali viste ortogonali, riproiettandone in
versione ‘raddrizzata’ e opportunamente ridimensionata, gli elementi
presenti nelle corrispondenti sezioni del dipinto, ed estraendone,
come in un tour virtuale, vedute inedite, riproposte da angolazioni
non previste dall’autore, e tuttavia utili allo studio dell’opera. La Fig.
5 mostra un dettaglio della ricostruzione grafica di due alzati e due
viste orizzontali.
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Fig. 5. Un dettaglio delle ricostruzioni grafiche in prospettiva inversa,
eseguite mediante omologia di ribaltamento (grafico dell’autore).

Al termine delle operazioni di restituzione grafica le informazioni
sono state ricomposte in un modello tridimensionale della scena, cui si
riferiscono la proiezione planimetrica e l’alzato presentati in Fig. 6, per
una più diretta valutazione geometrica della scena e delle traiettorie
ottico-proiettive che ne strutturano l’impianto iconografico.

Particolare attenzione è stata rivolta allo studio dell’immagine
riflessa dei regnanti di Spagna nel piccolo specchio collocato in fondo
alla sala, che, come si anticipava, custodisce una delle più potenti chiavi
di lettura dell’opera. Si scopre così che il dipinto è idealmente eseguito
per rappresentare la scena dalla posizione di osservazione che il re stes-
so, Felipe IV, occupava nel momento in cui la scena si svolgeva. Una
posizione decentrata dunque, trovandosi in quel momento egli e la regi-
na Mariana nel semispazio al di qua del quadro, in prossimità dell’ac-
cesso opposto a quello visibile sul fondo con l’aposentador Nieto in
attesa del passaggio dei reali di Spagna. Si comprendono allora gli
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sguardi attenti dei presenti, e massimamente quello attentissimo, severo
e concentrato di Velázquez, intento a ultimare il ritratto del suo sovrano
sulla grande tela, probabilmente destinata, come Las Meninas, alla col-
lezione privata della casa reale. Osservando il quadro dal corretto
punto di traguardo risultiamo, allora, noi stessi ogni volta ricollocati in
‘posizione regale’, per il favore dell’arte pittorica capace di concedere
anche a noi, per sempre, questo eccezionale privilegio. Rimane l’ultimo
enigma, riguardante l’immagine riflessa nello specchio. Da dove provie-
ne quell’immagine? Come le traiettorie ottiche ricostruite indicano,
quell’immagine riflette l’immagine appena dipinta da Diego Velázquez
sul lato della tela che non possiamo osservare direttamente, ma che
essendo opportunamente rivolta verso lo specchio, attraverso questo si
riflette, risultando visibile dal punto di vista designato. Ovvero al Re in
persona, che poteva così seguire direttamente il lavoro. Il diagramma
presentato in Fig. 7 mostra alcuni particolari dello studio delle traietto-
rie di riflessione, eseguite in sovrapposizione grafica rispetto all’imma-
gine originale, unitamente ad alcune costruzioni ausiliari.

Fig. 6. Ricostruzione ortografica dello spazio scenico e valutazione
dei parametri ottico-proiettivi (disegni dell’autore).
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Fig. 7. L’enigma dello specchio attraverso l’analisi grafica delle relazioni omologiche
che regolano le traiettorie di riflessione (elaborazione grafica dell’autore).

Corre l’obbligo di segnalare che le ipotesi qui proposte e le relative
costruzioni su cui si basano, sono state eseguite non già su una copia del
dipinto prodotta in loco e ad hoc, bensì su un’immagine selezionata fra
quelle disponibili in rete, successivamente comparata con altre riprodu-
zioni, a stampa e digitali. I risultati risentono inoltre della diversa natura
grafica delle linee pittoriche fisicamente riconoscibili nel dipinto rispetto
alle pressoché incorporee linee di ricalco tracciate in ambiente digitale.
Fatte salve queste e altre specifiche approssimazioni, lo studio ha confer-
mato l’esistenza di una precisa costruzione prospettica nella scena dipin-
ta, circostanza del resto attesa, anche in considerazione dell’interesse che
l’artista nutriva per la geometria e l’ottica, come dimostrano i 154 testi di
matematica, geometria, ottica, astronomia, includendo i principali trattati
del tempo, unitamente a molti strumenti grafici e a una nutrita serie di
specchi, ritrovati alla sua morte nella sua biblioteca. Naturalmente non si
esclude la possibilità che grazie alla sua raffinatissima maestrìa Velázquez
abbia effettivamente tracciato ‘di getto’ sulla tela le linee caratterizzanti la
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complessa struttura prospettica del quadro, in ogni caso la coerenza
metrico-proiettiva fin qui illustrata permane, verificabile ‘con riga e com-
passo’, a testimonianza del profondo legame fra rigore scientifico e sensi-
bilità artistica caratterizzante quest’opera, in linea col sentimento domi-
nante nella cultura europea, non solo artistica, del tempo.

CONCLUSIONI

Lo stupefacente risultato estetico della composizione si basa dun-
que e parimenti sulla straordinaria maestria pittorica di Diego Velázquez
e sull’intelligente impiego dello statuto prospettico, il cui impianto geo-
metrico sostiene organizzazione ed espressione grafica al pari, si potrebbe
dire, della grammatica nella poetica o della matematica nella formalizza-
zione scientifica. La sapientissima articolazione a tutto campo delle com-
ponenti tecniche e visuali del linguaggio pittorico consente al Maestro di
superare il registro denotativo, e di costruire su tela un vero e proprio
teorema celebrativo dell’autorevolezza della pittura e del ruolo del pittore
nell’esplicitare, manifestandolo per via iconica, il nesso fra i registri
umano e divino, di cui la condizione regale è insostituibile mediatrice e
garante. Lo dichiara l’immagine di re Felipe IV e della regina Mariana,
riflessa sullo sfondo nello specchio situato proprio al di sotto delle grandi
tele narranti leggende di umani irrimediabilmente sopraffatti nel traco-
tante atto di sfidare gli dei. Con gran precisione, Minerva e Aracne, scena
di genere femminile, sovrasta il quarto sinistro, riferendosi evidentemente
al profilo riflesso della regina, Apollo e Marsia, scena di genere maschile,
sovrasta il quarto destro, corrispondendo dunque al profilo riflesso del
re. Ma perché lo specchio? Al di là della ricorrenza di simili spiazzanti vir-
tuosismi ottico-prospettici nella produzione pittorica di Velázquez, l’ispi-
razione sembra rimontare anche al mito e alla tradizione letteraria del
tempo. Affidabile quanto inclemente, risorsa decisiva nel compimento
della vicenda di Perseo e Medusa, lo specchio appare infatti anche in altri
capolavori pittorici fra il ‘400 e il ‘600, basti pensare al Ritratto dei coniugi
Arnolfini di Jan van Eyck (siamo ancora nel 1434), o alla Venere Rokeby
dello stesso Velázquez, tuttavia in questi e in altri esempi l’immagine
riflessa è rappresentata insieme alla figura che le corrisponde. In Las
Meninas invece, l’immagine riflessa non ha ulteriori referenti visibili nel
dipinto, se non, come si è ipotizzato, il ritratto dei reali di Spagna in ese-
cuzione sulla grande tela, che tuttavia non possiamo vedere direttamente.
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Il ricorso alla rappresentazione dei sovrani mediante la sola immagine
riflessa, al di là della ritrosìa del re a comparire ritratto più nitidamente e
più in grande in ragione della sua non più giovane età, risiederebbe altresì
nella metaforica adesione a un genere letterario allora in auge, noto in
spagna come espejo de principe, letteralmente lo specchio del principe,
riguardante una serie di opere e libelli dedicati alla educazione del buon
sovrano, sull’onda di una tradizione classica che rimonta a Isocrate, in
particolare all’opera A Nicocle, risalente al IV secolo A.C. e ripresa in
seguito da vari autori europei, specie nel ‘500, fra i quali l’italiano Nicolò
Machiavelli e gli spagnoli Baldasar Castiglione e Balthasar Gracian. Il
riferimento più diretto per Velázquez sarebbe tuttavia il volume Idea de
un principe politico Christiano pubblicato nel 1640 da Don Diego de
Saavedra Fajardo, ministro e ambasciatore di Spagna, dunque persona
vicinissima al Re, nonché Cavaliere dell’Orden de Santiago, l’antico e
potente ordine monastico-militare fondato nel XII secolo (Fig. 8).

Fig. 8. Il frontespizio del testo Idea de un principe politico Christiano,
pubblicato nel 1640 da Don Diego de Saavedra Fajardo (fonte: web).
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È chiaro a questo punto il principale intento celebrativo dell’ope-
ra, la cui composizione gravita intorno allo splendido ritratto della
Infanta Margarita, con i più fulgidi auspici per il futuro del regno di
Spagna. Regno al momento retto dai migliori regnanti, come pare sot-
tolineare la scelta di rappresentarli per pura immagine riflessa, dunque
in forma pressoché idealizzata, non contaminata dalla realtà e altresì
sottoposta alla sacra egida di Minerva patrona di saggezza e di Apollo
patrono d’arte. Quasi a voler esprimere l’essenza stessa del regnare in
quanto supremo modello e precetto per l’adorata Infanta. Ma un ulte-
riore anelito pervade l’opera. L’adamantino realismo delle forme, il sot-
teso intreccio di metafore e simbolismi, l’affascinante articolazione pro-
spettica impreziosita dal gioco della riflessione speculare, la sacralità
dell’azione suggerita dalla diffusa presenza del mito, l’intensità espres-
siva della scena, colta nell’apice dell’estremo stupore da parte degli
astanti un attimo prima che la tensione scenica si dissolva, ebbene que-
sto straordinario spettacolo è ideato e allestito dall’artista, eseguito per
sua mano e concepito per sua intelligenza. Esso esiste in quanto è dipin-
to, sancendo pure in pittura il primato della creazione sull’imitazione. Si
tratta di un punto cruciale, legato anche alla personale vicenda del
Maestro. Al tempo del dipinto già Pintor de camera e Ayudo de camera
del re, Aposentador de palacio e Superintendente de obras particulares,
Velázquez era ormai in attesa da più di cinque anni di essere insignito
del titolo di Cavaliere dell’Orden de Santiago, a completamento della
sua già straordinaria carriera presso la corte di Spagna. La richiesta di
attribuzione del titolo onorifico, tenacemente perorata fin dal 1650 e
fortemente respinta per quasi un decennio dall’Ordine per via della
mancata origine nobiliare del richiedente, sarà finalmente accolta, dopo
due intercessioni papali e l’intervento personale del re, soltanto nel
1659, pochi mesi prima della morte dell’artista. Leggenda vuole che la
croce dell’Ordine, di colore rosso, che nel quadro vediamo segnata sul
corpetto di Velázquez, sia stata dipinta per mano di Felipe IV medesi-
mo dopo la morte dell’amato artista e fedele ufficiale, non essendo
ancora questi, come già si diceva, insignito del titolo onorifico di cava-
liere dell’Orden de Santiago nel 1656, l’anno in cui l’opera, che oggi
conosciamo col titolo Las Meninas, fu realizzata. Potremmo quindi con-
cludere che il finissimo ricorso a molteplici livelli semantici e simbolici,
magistralmente articolati nella non banale adesione a un registro fedel-
mente realistico, la perfetta integrazione fra articolazione scenica, com-
posizione spaziale e intrecci ottico-prospettici nella straordinaria subli-
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mazione pittorica, inducano a pensare che Las Meninas intendesse tra-
valicare i limiti stessi del capolavoro artistico, proponendosi come
colossale progetto di redenzione dell’arte pittorica. Significative le
parole di Jonathan Brown a proposito di questo imponente capolavoro:
“A painting as rich in ambiguity as it is in sublety, Las Meninas has long
been recognized as a masterpiece of Western art, a pictorial tour de
force rarely equalled and never surpassed. But when we attempt to
explain its greatness, we soon realize how it seems to evade the grasp
both of intuitive and rational understanding”.
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DALLA SCOPERTA DEL DNA AD OGGI:
LA MEDICINA DENTRO AL GENOMA1

Nota del s.c. ELENA CATTANEO (*) e del m.e. ORSETTA ZUFFARDI (**)

(Adunanza del 23 giugno 2016)

In passato, l’approccio al paziente si basava sulla storia clinica e
sulla risposta ai trattamenti farmacologici. Oggi invece la definizione
delle basi molecolari della malattia è preliminare all’identificazione di
nuove strategie terapeutiche basate sulla specifica alterazione di quel
gene o sul ruolo del gene in quel certo tessuto o organo. Se la genetica
è stata in passato il fanalino di coda della medicina, paradossalmente
oggi è la medicina a dipendere dalla genetica, appunto la medicina den-
tro al genoma. 

Di fatto con le nuove modalità di sequenziamento del DNA che
permettono di sequenziare interi genomi a bassi costi è diventato usuale
cercare l’alterazione del genoma causativa della malattia, almeno per
disordini a base strettamente genetica o per disordini cosiddetti multi-
fattoriali dove la genetica svolge comunque un ruolo primario.
Nonostante la disponibilità di laboratori dedicati al sequenziamento del
DNA, l’interpretazione delle varianti rimane non banale. Infatti ciascun
individuo sano contiene nel suo DNA centinaia di varianti il cui ruolo
nella salute o nella malattia non è tuttora chiaro. Per superare questa
difficoltà, il DNA del soggetto indice (cioè quello malato) viene sequen-
ziato con quello dei genitori o di altri fratelli sia sani che malati. Le
varianti identificate nel soggetto malato ma non nei genitori sani o le

(*) Università degli Studi di Milano, Italia. E-mail: elena.cattaneo@unimi.it
(**) Università degli Studi di Pavia, Italia. E-mail: orsetta.zuffardi@unipv.it

1 Sintesi dell’intervento.
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varianti che sono presenti su ambedue gli alleli nel soggetto malato e su
un singolo allele nei genitori sani diventano varianti candidate ad essere
causative della malattia. L’ipotesi di gene “candidato” viene avvalorata
attraverso la consultazione di database dedicati che indicano la fre-
quenza della variante nella popolazione sana (tanto più è rara, tanto più
è probabilmente causativa), le conseguenze sulla proteina codificata dal
gene con la variante, e altri dati utili a definire se la variante abbia o
meno un ruolo nella malattia in esame. Le varianti che interessano
regioni genomiche che non codificano per proteine sono comunque di
più difficile interpretazione. 

Allo stato attuale, la conoscenza dell’alterazione genomica causa-
tiva sta aprendo le porte ai trattamenti per una serie di malattie, fra le
quali le malattie tumorali. Una copia non alterata del gene può essere
introdotta in una persona, di solito per mezzo di un vettore virale o il
gene alterato può essere silenziato prevenendone la trascrizione.
Addirittura, esperimenti su animali fanno sperare che i disturbi genetici
potranno essere riparati nell’utero, in modo che il neonato nasca libero
da malattia. 

Inoltre, la terapia genica potrà permettere di trattare anche alcune
infezioni virali, utilizzando il DNA virale per indurre l’organismo a
creare gli anticorpi monoclonali per combattere l’agente patogeno. 

La terapia genica rimane comunque un percorso medico costoso
che richiederà nuovi modelli etici affinché questa procedura non sia
aggio di poche classi sociali o di pochi paesi con sistemi sanitari equi.
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NUMERICAL SOLUTION OF BLOOD DYNAMICS
IN ATHEROSCLEROTIC CAROTIDS

CHRISTIAN VERGARA (*)

Nota presentata dal m.e. Carlo Domenico Pagani
(Adunanza del 23 giugno 2016)

SUNTO. – In questo lavoro verrà discussa la modellazione matematico-numerica della
fluido-dinamica del sangue in carotidi aterosclerotiche. Verranno richiamati i concetti
di base per la ricostruzione delle geometrie computazionali, la modellazione matemati-
ca del problema di interazione-fluido struttura e una possibile strategia per la sua riso-
luzione numerica. Verranno inoltre presentati alcuni risultati numerici ottenuti per un
caso sia prima che dopo la rimozione chirurgica della placca.

***
ABSTRACT. – In this work we present the mathematical and numerical modeling of
blood fluid-dynamics in atherosclerotic carotids. We review how to obtain the compu-
tational domain, the mathematical formulation of the fluid-structure interaction prob-
lem, and a possible strategy for its numerical discretization. We also report some
numerical results for a case both before and after the surgical removal of the plaque.

1.  INTRODUCTION

Atherosclerosis is the leading cause of death in Western countries
and consists in the formation of atherosclerotic plaques in arteries of
medium or large size, with possible obstruction of the vessel and forma-
tion of blood clots [18]. Under normal conditions, this process is a pro-
tective response of the endothelium and muscle cells of the artery to
stress, and consists in the formation of fibrous lesions. When this

(*) LABS - Dipartimento di Chimica, Materiali e Ingegneria Chimica “Giulio
Natta” - Politecnico di Milano, Italia. E-mail: christian.vergara@polimi.it
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response becomes excessive as a result of prolonged and high fluid vis-
cous stresses, a matrix of connective tissue grows up and lipids begin to
accumulate. This accumulation can lead to the formation of a plaque,
that obstructs the vessel (stenosis), reducing its lumen, and could degen-
erate leading to a complete obstruction of the vessel and to a stroke.

The plaque may be calcified, fibrous or lipid, depending on its
composition, and mostly develops at the bifurcation sites, such as the
carotid one. The carotids are two arteries located at the level of the
neck and are crucial to maintain the human life, since they supply the
blood to the brain. In the case of a lipid plaque in the carotids, the thin
fibrous cap may crumble inducing embolization of fragments into the
brain tissue.

The mechanisms of formation and progression of the atherosclerot-
ic plaque are related to several factors, such as vessel morphology and
vascular cell biology, interacting with each other. In particular, the blood
fluid-dynamics seems to play a crucial role in the plaque development.
Indeed, it has been extensively shown in the last thirty years that when
vascular endothelial cells are subjected to stress, they change their polyg-
onal shape and become elongated in the direction of the blood flow. A
number of molecular and biological changes are mediated by shear stress
exposure of endothelial cells, including changes in gene expression, pro-
duction of vaso-active compound, adhesion molecules and changes in
cell cytoskeleton. As a result of this biological response to flow, the intact
endothelium is able to initiate a cascade of events leading to the thicken-
ing of the arterial wall and to plaque formation in regions of low and
oscillating wall shear stress (WSS), whereas areas of vessel wall character-
ized by uniformly directed and laminar WSS are spared from develop-
ment of vascular disease [11]. All these phenomena, induced by the
blood fluid-dynamics, are highly correlated to the formation and progres-
sion of the plaque, and should be considered in the study of these clinical
conditions, not only in general terms but at patient-specific level.

The mathematical and numerical modeling is nowadays a valu-
able tool for the study and the understanding of many physical phe-
nomena. In particular, the use of numerical approximations of the
equations describing these phenomena is a synergistic instrument (in
some cases even alternative) to experimental studies. There are many
areas in which the numerical modeling significantly supports the under-
standing of physical phenomena and the industrial design, such as aero-
dynamics, shipbuilding, geo-science, structural mechanics, electronics
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and, most recently, the biomedical environment. In the context of
patient-specific numerical simulations for the study of the cardiovascu-
lar system, the research has been active for at least twenty years, see,
e.g., [15]. In addition, the opportunities given by modern computers
and high performance computing allow to achieve meaningful patient-
specific results in a reasonable time. This has been also possible thanks
to the great advances in recent years of the techniques to obtain bio-
medical data and imaging and the related techniques to reconstruct
geometries and process data, which are a necessary starting point in
view of the numerical studies.

In this work, we present the numerical solution of blood flow in
carotids. To this aim we consider the fluid-structure interaction prob-
lem due to the compliant nature of the carotid vessel wall and its
numerical discretization. In particular, we address the case of stenotic
carotids, so that we need to introduce a suitable model for the plaque.
We present some numerical results obtained in realistic geometries and
with patient-specific boundary conditions, both before and after the
plaque removal.

2.  GENERATION OF THE COMPUTATIONAL DOMAINS

The equations that describe blood flow in a compliant vessel (see
Cap. 3 for their formalization) should be numerically solved in a realis-
tic computational domain. This is mandatory to obtain significant
results from a clinical perspective. To do this, the following steps
should be performed: i) reconstruction of the lumen geometry, ii) defla-
tion of the domain, iii) generation of the vessel wall domain, and iv) gen-
eration of the computational meshes.

Reconstruction of the lumen geometry. The reconstruction of the
lumen geometry provides a first guess of the domain where the fluid
problem will be solved. To do this, a standard procedure is based on
the segmentation of medical images based on Magnetic Resonance
Imaging (MRI) or Computed Tomography (CT) technology. Since these
images are often affected by noise, an imaging enhancement is usually
performed at the beginning of the procedure [19, 16, 6]. Then, image
segmentation starts. This consists in the construction of the shape of the
vascular district, by detecting those points which (presumably) belong
to the boundary of the vessel lumen (i.e. to the interface with the vessel
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wall). Typically, a thresholding technique is used, where a threshold k is
selcted to identify the points whose intensity in grey-scale is larger than
k. This is motivated by the assumption that the vessel lumen is charac-
terized by intensity values larger than the background [1]. More sophis-
ticated class of segmentation methods are front propagation methods,
where the propagation of a suitable wavefront is tracked, based on
noticing that the speed of the wave is small in regions where the image
intensity changes rapidly, so that the wavefront is supposed to slow
down when approaching the boundary [22]. See [17] for a review of
other methods. In Fig. 1, an example of final reconstruction of an
ascending aorta is provided.

Fig. 1 – Example of segmentation of the lumen boundary of an ascending aorta.
Courtesy of E. Faggiano.

In this work, we consider MRI images of the carotid of a patient
who underwent to carotid endarterectomy (TEA) (i.e. the surgical plaque
removal) both before (i.e. in the stenotic case) and after (i.e. without
plaque) TEA. These data have been provided by the Ospedale Maggiore
Policlinico di Milano. The segmentation of such geometries has been per-
formed with the open source software VMTK (www.vmtk.org).

Deflation of the computational domain. In this work, we consider
a non-linear elastic material (see Cap. 3), so that we could not ignore
the non-null diastolic blood pressure which characterizes a radiological
image. This means that the geometry we have reconstructed, corre-
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sponds to an internal pressure of about 70mmHg. To account for this,
here we use the strategy introduced in [12, 3]. In particular, the idea is
to recover the zero-stress geometry (that is the one would have without
the blood inside the lumen) by suitably deflating the diastolic one. This
is obtained by introducing an inverse problem that has been solved by
means of fixed point iterations (see [12] for more details). In Fig. 2 the
deflation of a carotid domain is shown.

Fig. 2 – Deflation of a carotid.
In blue the original segmentation, in grey the geometry after the deflation.

Generation of the structure domain. The vessel wall is not
detectable from standard radiological images. Instead, the lumen where
blood flows and the plaque could be identified. Once the lumen geom-
etry has been reconstructed (see previous point), the region occupied
by the plaque is reconstructed as well (see Fig. 3, left). Thus, the vessel
wall domain was obtained by extrusion, from the surface delimiting the
lumen/plaque reconstruction, with a total wall thickness equal to 20%
of the local vessel radius, intended as the sum of the lumen and plaque
transversal distance from the center [4], see Fig. 3, left.

Generation of the computational meshes. Once the three geometries
characterizing the different part of a carotid (the lumen where blood
flow, the plaque, and the vessel wall) have been reconstructed, the inter-
nal volume of these regions were discretized using tetrahedral elements.

In Fig. 3, middle and right, we report the computational meshes
of the lumen vessel after deflation considered in this work, both before
and after TEA.
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Fig. 3 – Left. Reconstruction of the lumen/plaque/vessel wall geometry.
In green, the plaque; in red, the vessel wall obtained by extrusion.

Middle and right. Computational meshes for the fluid problem before the plaque
removal (stenotic case) and after the plaque removal, respectively.

3.  MATHEMATICAL AND NUMERICAL MODELING

3.1 Mathematical modeling

As highlighted in the Introduction, blood flows in compliant ves-
sels. From a mathematical point of view, this can be described by a
fluid-structure interaction (FSI) problem.

Well accepted hypotheses for blood are incompressibility and
homogeneity. Moreover, its rheology could be considered Newtonian
for medium and large vessels such as carotids [15]. The deformation of
the vessel wall is mathematically described by the elastodynamics equa-
tion. It is often assumed a non-linear finite elastic law which relates the
stress tensor to the strain, and a nearly incompressible behavior [10].

The fluid problem is usually written in an Eulerian framework,
whereas the vessel wall problem in a Lagrangian configuration. Given
a function g defined in the current configuration Ωt, we denote by
ĝ = g ◦ L the function in the reference configuration Ω, L being the
Lagrangian map. Moreover, F = ∇x is the deformation tensor and
J = det(F) represents the change of volume between the reference and
the current configuration. The stress tensor in the reference configura-
tion (First Piola-Kirchhoff stress tensor) is mapped into the current con-
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figuration (Cauchy stress tensor), as follows: T̂s = JTsF –T. The common
boundary between the two regions is the fluid-solid (FS) interface Σt,
which coincides with the physical lumen boundary and the internal ves-
sel wall/plaque boundary, see Fig. 4, left.

Thus, the FSI problem at each time reads as follows:

where v is the blood velocity, p the blood pressure, Tf = 1/2µ (∇u + ∇uT)
−pI the Cauchy fluid stress tensor, µ the blood viscosity, d the vessel wall
displacement, and df the fluid domain displacement; ρf and ρs denote the
fluid and vessel wall densities. T̂s (η̂̂s) is the first Piola-Kirchhoff tensor
for a nearly incompressible exponential material, that is

where κ is the bulk modulus, G the shear modulus, and γ regulates the
exponential behaviour. For small deformations this material behaves as a
linear structure. In order to accout for the plaque, we will consider differ-
ent values of κ and G in the region of the vessel wall and in that of the
plaque, accounting for the increased stiffness in the latter, see Fig. 4, right.

Fig. 4 – Left. Fluid and structure domains.
Right. schematic representation of the different computational domains depicted

through a section.
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In the coupled problem above, together with the Navier-Stokes
equations (1a)-(1b) and the elastodynamics equation (1e), three inter-
face coupling conditions are identified: the kinematic condition (1c)
stating a no-slip assumption between fluid and structure particles; the
dynamic condition (1d) expressing the action-reaction principle (III
Newton law); and the geometric condition (1f) enforcing the perfect
adherence between fluid and structure domains.

Problem (1) should be completed with suitable initial condition
for v, dand d�

·
, and boundary conditions. For the structure, here we con-

sider homogeneous Dirichlet and Neumann conditions at the artificial
sections in the normal and tangential directions, respectively, and a
Robin condition with coefficient αe to account for the presence of the
surrounding tissue at the external surface [17]. For the fluid problem,
we prescribe a flow rate at the inlet and an absorbing resistance condi-
tion at the outlet [14].

3.2 Numerical approximation

For the numerical solution of the FSI problem (1), segregated
algorithms are here considered, where the solution of the fluid and
structure problems are solved separately in an iterative way.

After time discretization (BDF1 for the fluid and mid-point
scheme for the structure), the fluid problem is linearized by means of a
semi-implicit approach, where the convective term and the fluid
domain are extrapolated from previous time steps. This choice intro-
duces a (mild) CFL-like restriction on the time step ∆t to preserve
absolute stability. We indicate with * extrapolated quantities. Given
σf ≠ σs, a general segregated algorithm reads as follows:

For n ≥ 1, k ≥ 1, at time step tn/iteration k, until convergence or
k = kmax,

1. solve the Oseen problem with a Robin condition at the FS
interface:

2. then, solve the non-linear vessel wall problem with another
Robin condition at the FS interface:

CHRISTIAN VERGARA142

8_Rendiconti_SCIENZE_vergara.qxp_03 cerutti  20/03/20  14:07  Pagina 142



where vf = df and the terms g account for the quantities at previous time
steps. For the choice of the interface parameters σf and σs, several choic-
es have been proposed to obtain fast convergence, see e.g. [2, 7, 8, 21].

At each iteration the fluid problem is solved in a (known) moving
domain Ω*f. This corresponds to an explicit treatment of the geometric
interface condition (1f). This choice produces stable results in hemody-
namics, due to the restrained wall displacements [5]. For its solution,
we consider the Arbitrary Lagrangian-Eulerian configuration, i.e. we
write the fluid equations in a framework moving with the fluid domain
[9]. For the reconstruction of the latter, an harmonic extension of the
geometric interface condition is adopted. On the other side, the vessel
wall problem is linearized by means of the Newton method.

4.  NUMERICAL RESULTS

We present here some numerical results obtained in the two
geometries described above, namely the carotid of a patient before and
after the removal of the atherosclerotic plaque. These numerical results
were obtained using the Finite Elements library LifeV (www.lifev.org),
P1 − Bubble/P1 Finite Elements for the fluid problem and P1 Finite
Elements for the vessel wall/plaque problem; the backward Euler
scheme and the midpoint method have been used for the time dis-
cretization of the fluid and vessel wall/plaque problems, respectively.
The implicit Robin-Robin partitioned scheme has been used for the
solution of the FSI problem. For the choice of the interface parameters
σf and σs, we used the values proposed in [2, 13], which guarantee
excellent convergence properties.

We also set ρf = 1.0, g/cm3, ρs = 1.1 g/cm3, µ = 0.035 cm2/s For the
healthy vessel wall, we set κ = 107 dyne/cm2, G = 1.034 · 106 dyne/cm2

(corresponding for small displacements to E = 3 · 106 dyne/cm2 and ν =
0.45), γ = 1, whereas for the plaque κ = 6.67 · 107 dyne/cm2, G = 6.897
· 106 dyne/cm2 (corresponding for small displacements to E = 2 · 107

dyne/cm2 and ν = 0.45), γ = 1. The time discretization parameter was ∆t
= 0.002 s.
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In Fig. 5, left, we show the flow rate prescribed at the inlet and
obtained by means of Echo-Doppler measurements at Ospedale
Maggiore Policlinico di Milano. This datum has been prescribed by
means of a Dirichlet condition obtained by selecting a parabolic profile
for the velocity. At the outlet, a resistance condition to avoid spurious
reflections has been prescribed, see [14]. In Fig. 5, middle, the comput-
ed pressures at the level of the bifurcation has been reported both
before and after the plaque removal. From this comparison, we observe
the reduced pressure obtained after the removal of the plaque, in accor-
dance with the clinical evidences. In Fig. 5, right, the computed blood
velocity streamlines together with the vessel wall/plaque displacements
(in arrows) at the systolic peak have been reported.

Fig. 5 – Left. flow rate prescribed at the inlet obtained by means of Echo-Doppler
measurements; Middle. Computed pressure at the level of the bifurcation;

Right. Computed blood velocity stream-lines and vessel wall/plaque displacements
at the systole.

Fig. 6 – Cyclic strain before (left) and after (right) the plaque removal.

In Fig. 6, we report the cyclic strain in the vessel wall/plaque
domain both before and after the plaque removal. This quantity is
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defined for each point as (Vsyst − Vdiast)/ Vsyst, where Vsyst and Vdiast are the
systolic and diastolic Von Mises stress [20]. This quantity seems to be
correlated with high values of the permeability of the wall which should
favour the plaque development. We observe the decrease of the cyclic
strain after the plaque removal.
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FROM DANTE’S UNIVERSE
TO CONTEMPORARY COSMOLOGY

Nota del s.c. MARCO BERSANELLI (*)

(Adunanza del 6 ottobre 2016)

SUNTO. – Una lettura della Divina Commedia con gli occhi di uno scienziato moderno
rivela che Dante ha riservato grande attenzione alla descrizione di una vasta gamma di
fenomeni naturali, in particolare quelli legati all’astronomia, all’ottica e alla geometria. Un
esempio notevole riguarda la struttura generale del cosmo così come emerge dagli ultimi
canti del Paradiso nei quali, come fu notato per la prima volta dal matematico elvetico
Andreas Speiser nel 1925, viene suggerita una struttura non-Euclidea dello spazio. In tal
modo Dante concepisce un universo in cui le sfere astronomiche e quelle angeliche sono
disposte simmetricamente e mosse dal Punto divino, il vero centro dell’universo, posto
agli antipodi della Terra. Tale struttura presenta una sorprendente somiglianza con il
modello cosmologico di Einstein del 1917, caratterizzato da curvatura positiva (3-sfera) e
reso statico dalla famosa introduzione di un valore ad-hoc della costante cosmologica. Tale
modello, così come altre soluzioni basate su valori marcatamente non-nulli della costante
di curvatura, risultano oggi esclusi dalle osservazioni astrofisiche. In questo contributo si
descrive l’intuizione geometrica di Dante e se ne discute la plausibilità nel contesto della
sua poetica e del suo orizzonte culturale. Si descrive inoltre la coincidenza topologica
della “3-sfera dantesca” con la curvatura dello spazio-tempo nel contesto del modello
cosmologico standard, oggi fortemente confermato da osservazioni di alta precisione
quali quelle ottenute dal satellite Planck dell’ESA.

***
ABSTRACT. – A reading of the Divina Commedia with the eyes of a modern scientist
reveals that Dante devoted great attention to the description of a wide variety of natural
phenomena, particularly those involving astronomy, optics and geometry. A remarkable
case is the structure of the cosmos emerging from the Paradiso, which foreshadows a
non-Euclidean geometrical structure with remarkable similarities to Einstein’s 1917
static cosmological solution. Such model, however, as well as other solutions with pos-
itive spatial curvature, are ruled out by current astrophysical observations. Here I dis-
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cuss Dante’s geometric intuition and show its close analogy with the shape of the
observable cosmic space-time in the standard CDM expanding model, fully supported
by present-day cosmological data.

DANTE’S VISION OF THE NATURAL WORLD

A modern scientist running into Dante’s Divina Commedia will
discover several passages where the description of a wide variety of nat-
ural phenomena related to astronomy, optics, geometry, physics, math-
ematics, geology, ethology, are treated with remarkable attention.1 For
example, light and its diverse manifestations provide a central element
in the scenography of the Commedia. Dante frequently uses light as a
metaphor of divine realities and of moral virtues, but in so doing he also
occasionally describes its physical properties exhibiting the skill of a
careful naturalistic observer. In Purg. XV (16-21), for example, when
Dante encounters the angel of mercy, appearing to him as a glare of
reflected divine light, he goes as far as giving a rigorous description of
the law of reflection expressed in verses:

Come quando da l’acqua o da lo specchio
salta lo raggio a l’opposita parte,
salendo su per lo modo parecchio
a quel che scende, e tanto si diparte

dal cader de la pietra in igual tratta,
sì come mostra esperïenza e arte;

This passage shows that Dante’s understanding of optics (“per-
spectiva”) was not based just on commonsense, but it was rooted in
some level of methodical study, likely based on the works of Alhazen
and Witelo (Nardi 1990, Gilson 1999). It also shows that he felt no dis-
comfort with including detailed accounts of natural phenomena in his
poetry, rather, he used them to introduce additional richness in his nar-
ration. In Purg. XXV, 91-93, we find a beautiful description of the rain-
bow that goes as follows:

MARCO BERSANELLI148

1     The significance of the scientific dimension in Dante’s writing has been the
subject of a vast literature, see e.g. Capasso (1967), Gizzi (1974), Di Scipio & Scaglione
(1983), D’Amore (1994), Stabile (1997), Gilson (1999), Ledda (2001), Peterson (2002),
Ricci (2005), Buti & Bertagni (2008).
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E come l’aere, quand’è ben pïorno,
per l’altrui raggio che ‘n sé si reflette,
di diversi color diventa addorno.

Here, in the same terzina, Dante gives a poetic rendering of the
rainbow (l’aere… di diversi color diventa addorno), but he also provides
a synthetic account of the physical mechanism responsible for its
appearance, i.e., the reflection of solar light (l’altrui raggio) in the
droplets of moist in the atmosphere (l’aere… ben pïorno).2

Another notable example is the discussion of the nature of the
dark spots on the Moon in Paradiso II. Here we find a combination of
empirical observation, logical reasoning, and even the suggestion of an
experimental approach. Indeed, in making her final case to rule out the
hypothesis that the lunar dark spots are due to sunlight reflected from
deeper regions in the Moon surface, Beatrice proposes the following
optics experiment (Par. II, 97-105):

Tre specchi prenderai; e i due rimovi
da te d’un modo, e l’altro, più rimosso,
tr’ambo li primi li occhi tuoi ritrovi.
Rivolto ad essi, fa che dopo il dosso

ti stea un lume che i tre specchi accenda
e torni a te da tutti ripercosso.

Three mirrors should be placed at different distances, as to repre-
sent a model of the irregular surface of the Moon, supposed to be
everywhere reflective, with the central mirror further away than the two
lateral ones. The light from a candle, which mimics the Sun rays, is
reflected back by the three mirrors into the eyes of the observer. The
conclusion is that:

Ben che nel quanto tanto non si stenda
la vista più lontana, lì vedrai
come convien ch’igualmente risplenda.

FROM DANTE’S UNIVERSE TO CONTEMPORARY COSMOLOGY 149

2     Several medieval scholars studied in detail the physics of the rainbow, includ-
ing Robert Grosseteste and Albert the Great. In 1310 a contemporary Dante’s, the
German Dominican Theodoric of Freiberg, in his work De iride et radialibus impression-
ibus correctly described the shape and colours of the rainbow as a combination of reflec-
tion and refraction of sunlight in the water droplets in the atmosphere (Grant 1974).
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Although the solid angles – as we would say in the language of
modern physics – of the three images of the flame are different, the
one coming from the mirror placed further away being smaller (ben
che nel quanto tanto non si stenda), their surface brightness is the same
(they shine with the same intensity: igualmente risplenda). Since the
light from the Sun covers completely the exposed surface of the
Moon, this would result in equal luminosity in every part of the Moon
disc, which falsifies3 the hypothesis. This is a remarkably accurate,
non-trivial physical observation. The fact that the surface brightness
(not the flux density) is independent of distance4 is a straightforward
concept for a modern physicist, but surely not obvious for a medieval
poet. In fact, a number of non-physicist commentators of the
Commedia have seriously misunderstood Dante’s “three-mirror
experiment”, labelling his conclusions as obviously wrong or absurd,
or just insisting on the purely allegorical nature of the situation being
described.5

Dante’s deep interest in the physical world, as well as his auda-
cious imagination, were rooted in a cultural view where everything
was believed to have a role and a meaning. In the medieval mentality,
each creature was thought to be created for a purpose and was in rela-
tion with the whole. From the rainbow to the whole universe, every
natural reality was considered a sign of the Creator, and for this rea-
son worthy of attention and consideration. As Beatrice states in Par I
(103-108): 

[…] Le cose tutte quante
hanno ordine tra loro, e questo è forma
che l’universo a Dio fa simigliante.

MARCO BERSANELLI150

3     Interestingly, here Beatrice uses precisely the word “falsified” (e s’elli avvien
ch’io l’altro cassi, / falsificato fia lo tuo parere. Par. II, 83-84), a term that is retained in
modern philosophy of science.

4     This is true assuming that absorption from the medium (air in this case) is
negligible, a fully justified condition in this case.

5     E.g., Parodi (1922), Corsano (1975), Boyde (1993). Interestingly, in dis-
cussing this topic Patrick Boyde reproduces a XV Century miniature representing
Dante’s three-mirror experiment in which the flame images look exactly the same. This
testifies that, not surprisingly, not only modern commentators but also ancient ones
have been deceived by the optical setup described by Dante.
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In Dante’s poetry there is a distinction, but not a dichotomy,
between natural phenomena and their metaphysical dimension. Physics
and aesthetics live together. Clearly Dante’s mindset was quite different
from the one, far more specialized and fragmented, typical of our mod-
ern era. Now days, no scientist would think of including in an academic
paper any aesthetic appreciation of the system under study, and proba-
bly no poet would dear giving a rigorous account of a physical law in
her/his artwork.

The fascinating interplay between physical and metaphysical,
between geometry and virtue, reaches an apex in Dante’s narration in
the last Canti of Paradiso, where an unprecedented cosmic picture is
suggested.

DANTE’S UNIVERSE

The iconography of Dante’s cosmos, as normally depicted in text-
books, appears rather cumbersome. The central Earth is surrounded by
the spheres of the seven planets, by the Stellatum with the fixed stars,
by the Primum Mobile, and ultimately by the Empyrean; then, separat-
ed from the astronomical universe, we normally see an additional struc-
ture composed by a set of nine concentric circles; and then the Candida
Rosa is often drawn in some intermediate region. It is hard to believe
that Dante, with his deep appreciation for symmetry and unity, at the
apex of his cosmic journey presents us with such disconnected image of
the universe. Indeed, this awkward cosmic map is the consequence of
an apparent internal contradiction present within the text of the Divina
Commedia.

In Dante’s times the traditional cosmography was a simplified
Aristotelian-Ptolemaic universe, a system that was enthusiastically
adopted by medieval scholars after the rediscovery of Greek authors.
Importantly, however, the medieval Christian culture added a tenth sky
beyond the Primum Mobile, the Empyrean, inhabited by the angels, the
blessed ones, and by God himself. Often the Empyrean was further
divided into nine concentric circles representing the nine “angelic
choirs”, each corresponding to an astronomical sphere. The remarkable
XIV century fresco by Piero di Puccio, in Piazza dei Miracoli, Pisa,
shows the nine Empyrean heavens surrounding the Primum Mobile and
the nested astronomical orbs around the central Earth.
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In several places Dante’s description seems to follow closely such
traditional world picture. For example, when Dante and Beatrice
approach the Primum Mobile, the Empyrean is depicted as the outmost
sphere full of light and love surrounding the entire universe (Par.
XXVII, 112-114):

Luce e amor d’un cerchio lui comprende,
sì come questo li altri; e quel precinto
Colui che ‘l cinge solamente intende

Here, Colui che l’cigne is God himself, imagined as the ultimate
outer rim of the Empyrean. This is coherent with Par. XIV, 30, where
God is described as non circunscritto e tutto circunscrive.6

However, in Par. XXVIII, 13-39, when Dante and Beatrice look out
into the Empyrean from the Primum Mobile, they experience a surprising
view. They see a bright point of pure light – so bright that Dante is nearly
dazzled – surrounded by nine concentric fiery circles, widely extending
over the whole visible space (Par. XXVIII, 31-34). The speed and the
luminosity of the nine circles increase in proportion to their proximity to
the center. The bright central point represents God himself, as a fore-
shadow of what will become Dante’s ultimate divine vision at the end of
the poem. As Beatrice explains, the nine circles are the angelic orders,
symmetric to the astronomical spheres, forming a mirror image of the
physical universe7 (Fig. 1). However, contrary to the physical spheres,
their rotation speed increases towards the centre. Puzzled by this velocity
asymmetry Dante asks Beatrice, who clarifies that the correspondence
between the Empyrean and astronomical spheres is to be found in their
degree of virtute, not in their physical size (Par. XXVIII, 46-78).

In summary, in some passages Dante’s Empyrean is the traditional
all-encompassing tenth sphere around the Primum Mobile, God being
its ultimate limit; in others, it is pictured as a separated structure, liter-
ally as «another universe» (l’altro universo, XXVIII, 71), a reverse
image of the astronomical world (Lewis 2006), with God as a vivid
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7     The number 9 completes the recursive structure encountered in the nine cir-

cles of Hell and in the nine levels of Purgatory.
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infinitesimal Point at its centre. How is this possible? How can God be
represented as the outmost sphere embracing the cosmos and, at the
same time, as a single point of light? In Par. XXX, speaking of the
divine Point, Dante exacerbates the paradox by stating in one single
verse that they are both simultaneously (Par. XXX, 10-12):

...il trïunfo che lude
sempre dintorno al punto che mi vinse,
parendo inchiuso da quel ch’elli ‘nchiude.

There is a further puzzle. The place on the Primum Mobile from
where Dante and Beatrice contemplate the Empyrean scene is a gener-
ic, unimportant location. This is explicitly remarked by Dante, as he
states that the Primum Mobile is so uniform that he can’t tell where on
the sphere Beatrice lead him (Par. XXVII, 100-102). But if the
Empyrean is “another universe”, somehow adjacent to the physical one,
Dante and Beatrice must find themselves at the gate to the Empyrean,
a very special viewpoint where they can contemplate the angelic uni-
verse that they will soon enter. How can such heavenly door be indicat-
ed as an insignificant place?

Fig. 1 – Schematic of Dante’s cosmos. Left: the arrangement of the astronomical
spheres around the Earth. From 1 to 9 the circles represent the spheres of the Moon,
Mercury, Venus, the Sun, Mars, Jupiter, Saturn, the fixed stars, and the Primum
Mobile. Right: the Empyrean circles with the nine angelic orders. From a to i the circles
represent: Seraphim, Cherubim, Thrones, Dominions, Virtues, Powers, Principalities,
Archangels, Angels (Par. XXVIII, 97-126). Their luminosity and rotation speed
increase towards the centre. The correspondence between the physical and angelic
spheres is according to their virtue, which is in inverse order with their size, i.e.: a→ 9,
b → 8,  … i → 1.
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When Dante and Beatrice leave the Primum Mobile to move
beyond, the vision of the Point and of the angelic circles fades away
(Par. XXX, 1-15). New and deeper levels of vision of the Empyrean,
and of God himself, will become accessible to Dante as he will be more
and more deeply immersed in the heavenly realm (Par. XXX, 1-15).
This is coherent with what Dante experienced throughout his journey
in the Paradiso: as he ascends, his sight increasingly gains the capability
to sustain and grasp the ineffable realities he encounters (e.g., Par.
XXX, 76-81, XXXIII, 109-114). Indeed, the geometrical structure
described in Canto XXVIII is just a limited vision of the Empyrean, the
partial image of it that can be glimpsed from within the Primum Mobile
– which after all is still part of the mondo sensibile. While such geomet-
ric structure does not capture the whole nature of the Empyrean, its
peculiar arrangement and the apparent inconsistency it implies require
some kind of explanation.

A SPHERICAL SPACE

Is there a way to reconcile Dante’s cosmic contradictions? An
implicit, apparently obvious, assumption in all of the above discussion
is that the underlying space where the scheme of Fig. 1 is drawn is a flat
sheet of paper: an Euclidean two-dimensional space. However, if we
draw the same scheme on a 2-d spherical space, like the surface of a
globe (see Fig. 2), all the apparent contradictions are readily resolved.
This is best seen by using our modern geometric language. A spherical
surface of radius R centred at the origin is described by the familiar
equation x2

0+ x2
1+ x2

2= R2. The sections x2 = k, with |k| ≤ R, are circles par-
allel to the (x0, x1) plane with radius (R2 – k2)1/2. An observer moving in
any direction from the point (0, 0, R) (the Earth in Dante’s scheme, north
pole in Fig. 2), will encounter increasingly larger circles (the astronomical
orbs), each containing all the previous (and smaller) ones. Moving
beyond the equator (x2 = 0), the observer will now cross increasingly
smaller circles, i.e., the angelic choirs. Now, however, as the observer
moves on, the new sections crossed will include larger sections.
Eventually the crossed circles converge around a single point at (0, 0, –
R) («The Point» in Fig. 1).

Now the physical universe and the Empyrean are symmetric to
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each other, like the two hemispheres of Fig. 2. The Empyrean sur-
rounds everywhere the Primum Mobile and, at the same time, it is ulti-
mately converging on a single point, the antipodal of the Earth. The
velocities of all circles (astronomical and angelic) are now naturally
ordered in proportion to their proximity to the divine Point (a prox-
imity that defines their virtute), and their sizes are reversed in the two
hemispheres. Also, it is now clear why the vision of the angelic circles
does not depend on the specific position of the observer on the
Primum Mobile: the scheme is completely symmetric around the
equator.

Fig. 2 – Dante’s spherical universe. Left: The two arrangements of Fig. 1 (the physical
and angelic circles of Dante’s cosmos), are here drawn on a 2-d spherical space. The
numbers and letters correspond to those of Fig. 1. Note that the rotation velocities in
this case increase regularly from “Earth” to “The Point”. Right: coordinate system for
the sphere (see text).

Of course Figs. 1-2 represent two-dimensional maps of the true 3-
d space, since each circle represents a sphere. In the case of Fig. 2, the
extra dimension implies that the underlying space is a 3-sphere, or
hypersphere, i.e. the analogue of a 2-d spherical surface in one more
dimension. The analytical expression for a 3-sphere centred in the ori-
gin and with radius R is simply:

                                                             

[1]
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We cannot visualize a 3-sphere, but we can visualize its sections
with constant values of x3 = k with |k| ≤ R. Similarly to previous case,
these sections are a set of concentric spheres (not circles) of radius
(R2 – k2)1/2. Their radius, as seen by an observer moving outwards in a
generic direction, increases up to x3 = 0 and then diminishes until the
spheres converge around a point at x3 = – R. In Dante’s image, that
antipodal point includes all the spheres of the universe, astronomical
and angelic. In this view Dante’s enigmatic description of the divine
Point makes perfect sense: parendo inchiuso da quel ch’elli ‘nchiude
(XXX, 10-12). God is the true centre of the cosmos: Da quel punto
depende il cielo e tutta la natura (Par. XXXIII, 41-42). The Earth is the
anti-centre of the universe, l’infima lacuna de l’universo (Par. XXXIII,
22-23), with Lucifer buried at its centre, da tutti li pesi del mondo
costretto (Inf. XXIX, 57). All the apparent contradictions are resolved,
the poetry can be better understood and more deeply enjoyed.

The first modern-time suggestion of this reading of Dante’s cos-
mic geometry, as far as I know, was made in 1925 by Swiss mathemati-
cian Andreas Speiser (Speiser 1925). Interestingly, Speiser was working
on non-Euclidean geometry, an expertise that enabled him to readily
recognize the nature of Dante’s intuition. A number of authors have
further discussed this interpretation (Callahan 1976, Peterson 1979,
Osserman 1995, Patapievici 2004, Egginton 1999; Bersanelli 2012,
Rovelli 2014). Of course Dante did not have the mathematical language
we have today, and his notion of a curved space must have been purely
qualitative, far from the rigorous description given above. In fact, it is
straightforward for us to describe a non-Euclidean space, while it surely
required a stunning imagination for Dante to think something like that
without the aid of mathematics. Is it realistic that he could have con-
ceived such counterintuitive, yet coherent, geometrical structure?

A few elements should be considered. First, at Dante’s time the
geometrical imagination was less rigidly anchored to the Newtonian
paradigm than it is today. As a matter of fact, Dante was more familiar
with spherical astronomy than with plane Euclidean geometry
(Egginton 1999). Furthermore, at that time the notion of a spherical
Earth, while widely accepted, was sufficiently paradoxical that conceiv-
ing the same situation in one more dimension may have been not such
a great leap of imagination as it is for us today. Interestingly, Dante’s
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mentor Brunetto Latini, in the first book of his encyclopedic work Li
Tresor, to explain the spherical shape of the Earth does not describe it
as a sphere seen from outside. Instead, he tells the story of two horse-
men travelling in opposite directions, who end up finding themselves in
front of one another at the opposite side of the globe (Rovelli 2014).
This must have been an astonishing thought at the time. Brunetto sees
spatial curvature from within space, not from outside. Indeed, this is
the most straightforward way for us to grasp curvature in 3-d space as
well. Just as, on the 2-d spherical Earth, a horseman going straight in
any direction will find himself at the antipodes, in a 3-spherical space
an astronaut flying straight on a spaceship will reach the antipodal
point of the universe. And if the horseman and the astronaut will keep
going long enough, they will both come back to their starting points.

THE 21ST CENTURY VIEW

Since Dante’s times, we have learnt a great deal about the nature
of our physical universe. Today we routinely observe large numbers of
galaxies – each containing ~1011 stars – distributed rather uniformly
in deep space. We have also realised that our universe is expanding
and we can measure accurately the time to the beginning of cosmic
expansion: about 13.8 billion years (Planck Collaboration 2016). In
spite of light’s great speed, c ~ 108 m/s, cosmic distances are so great
that light takes a long time to cross them. The photons from the fur-
thest galaxies travelled up to 12-13 billion years before reaching us,
and therefore we see those galaxies as belonging to a relatively young
universe, only 1 or 2 billion years old. However, because of expan-
sion, that young universe was also much smaller than it is today. We
may suspect that those spherical layers of the universe that we see far
away, which surround us at very large distances, are actually smaller
than the huge space they contain. This is indeed the case. A paradox
that immediately reminds us of Dante’s spherical geometry: smaller
spheres that include larger ones.

To look at the picture in more detail we need to use again mathe-
matical language. In relativistic cosmology we describe space-time in an
expanding isotropic and homogeneous universe through the Friedman-
Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) metric:
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[2]

where dt is the infinitesimal time interval, dχ is the comoving coordinate
separation,8 and dψ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2 is the angular distance on the
sphere. The function R(t) is the expansion term, measured in units of
length. The function Sk (χ) takes the values sin χ, χ, sinh χ for closed
(k = +1), flat (k = 0), and open (k = –1) models, respectively. The prop-
er distance D(t) between the origin and a given point in space-time is
defined on a surface of constant time, dt = 0. If we then consider radial
distances only, so that dψ = 0, equation [2] reduces to ds = R(t)dχ, and
by integration we have D(t) = R(t)χ. Differentiating this relation yields:

                                                                           [3]

where over-dot represents a time derivative. The velocity in terms of
proper distance is thus the combination of two terms: a recession term,
νrec, representing the effect cosmic expansion; and a peculiar velocity,
νpec, representing the motion relative to the comoving coordinates sys-
tem. The first term can be rewritten as the familiar Hubble law:

                                                                        [4]

where H = R
.

/ R is the Hubble parameter, and its value at present time,
H(t0) = H0, is defined as the Hubble constant.

The second term is useful to understand the motion of a photon
in the expanding space. Light rays move along null geodesics in the
FLRW metric, i.e. along paths corresponding to ds = 0. Considering
again radial propagation (dψ = 0), from [2] we obtain cdt = R(t)dχ. This
can be rewritten as:

                                                                                            
[5]

which shows that the velocity of a photon through comoving coordi-
nates is not constant, but depends on the expansion factor R(t).
Therefore, to calculate the comoving distance of a galaxy that emitted
light at time tem, we need to integrate the changing comoving speed of
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light (eq. [5]) from that time to the present. This yields the equation for
our “past light cone” in the expanding universe:

                                                                            
[6]

The past light cone represents the set of all the events in the uni-
verse that are visible to us today. Light rays travel following the light
cone and bring to us images of different galaxies at different stages of
their evolution. Integration of equation [6] shows that, for any realistic
cosmological model,9 our past light cone has the shape schematically
shown in Fig. 3.

Assuming negligible peculiar motion, our world line (i.e., the path
of our location in space-time) is the central vertical line of Fig. 3. World
lines of distant galaxies, such as G1, G2 and G3, diverge from our
world line as a consequence of cosmic expansion.10 We see those galax-
ies at the time when their world lines intersect our past light cone. The
galaxies G1, G2 and G3 are at increasing distances into our past light
cone, therefore we observe them to recede from us at increasing rates.

For galaxies relatively nearby (say, up to G1), our light cone is
nearly linear (Fig. 3). In this region the proper distance is simply pro-
portional to the time it took for light to reach us, as it would be in a stat-
ic universe. But as we move further away – e.g., between G1 and G2 –
the shape of our light cone is curved towards the origin. This means
that, as we look back into the past, the proper distance of the objects
we see grows more and more slowly. At G2, the proper distance reaches
a maximum. This is the so-called “maximum emission distance”, i.e.,
the region of the universe where the galaxies we observe today were fur-
thest away from us when they emitted the light we see.11 Beyond that

FROM DANTE’S UNIVERSE TO CONTEMPORARY COSMOLOGY 159

9     Here we assume the standard CDM cosmological model, i.e., a flat expand-
ing space and with matter and vacuum energy densities contributing, respectively, for
~30% and ~70% of the total energy density.

10   In Fig. 3 the world lines are straight lines. A more rigorous calculation would
show a slight bending with positive curvature, due to time variation of the Hubble
term. However, our simplification has no impact on our discussion.

11   In the standard model this happens at a cosmic time of ~5 billion years, cor-
responding to a redshift of ~1.5.
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point, something remarkable happens: as we look at earlier epochs we
see galaxies that were closer and closer to us when they emitted the
light we see today. In other words, we see those galaxies as belonging to
spheres, centred on our observing point, smaller than the spheres they
encompass. Note that beyond G2 the slope of the light cone becomes
negative, i.e., photons emitted at those early times were receding from
us. This is because at that time the expansion rate exceeded the speed
of light,12 (νrec – c) > 0. This is in no contradiction with special relativity:
the expansion rate can be superluminal since it is a velocity that
describes the dynamics of space itself, not the movement of an object
through space.

Fig. 3 – The shape of our past light cone (red line). Time (vertical axis) spans from the
big bang (t = 0) to the present epoch (13.8 billion years, or Gyr). The slope of the light
cone at any time is the velocity of light relative to us at that time: this is not constant,
but it is equal to νrec – c. A rotation around the vertical axis of the red curve is a 2-d sur-
face topologically equivalent to a sphere. In analogy with Fig. 2, any constant-time sec-
tion in Fig. 3 (circles parallel to the vertical axis, not shown), represents a sphere. We
see the galaxies G1, G2 and G3 as belonging to spheres centred on us and nested into
one another. As we look beyond G2, we observe smaller spheres encompassing larger
ones (G3 is beyond G2, but D3 < D2). In scale of this drawing, the last scattering surface
is much smaller than the black point indicated as “big bang” at t = 0.

We may ask: how far can we actually see into our past light cone?
How deep can we see towards the initial point in space-time, the “big
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the speed of light is known as the “Hubble sphere”.
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bang”? The deepest view we have of the early universe is the cosmic
microwave background (CMB), a sea of photons released when the uni-
verse was about 3.8 × 105 years old, only 0.003% of its present age. The
CMB photons traveled rather undisturbed in their 13.8 billion year
journey, so they bring to us a remarkably faithful view of the so-called
“last scattering surface” (LSS), the sphere of space-time surrounding us
where the CMB photons last interacted with matter. The LSS sur-
rounds us as an ultimate cosmic photosphere seen from the inside.
Beyond that surface, the universe was opaque to light. Today we have a
detailed image of the LSS thanks to accurate full-sky observations of
the CMB, such as those recently obtained by the ESA Planck satellite
shown in Fig. 4 (Planck Collaboration 2016; see also Bersanelli 2013).

Fig. 4 – Full-sky image of the last scattering surface from the latest data from the Planck
satellite (Planck Collaboration 2015). The intensity of the CMB (color scale in bright-
ness temperature, ±300µK) traces small fluctuations in the density and velocity of the
primordial hot plasma, whose statistics encode a wealth of information on the structure,
composition, evolution and geometry of the universe (credit: ESA and Planck
Collaboration).

How large is the last scattering surface? The answer requires care.
Calculated at the present cosmic epoch, the material that last interacted
with the CMB is now at a distance of ~42 billion light-yeas (about 3
times what we would expect in a static universe). However, this is not
what we see: we observe the LSS at the time it released the photons, i.e.,
when its radius was much smaller than today. Calculation shows that
the radius of the LSS as we actually see it, is only 38 million light-years,
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much smaller than the space it contains. Paradoxically, the ultimate vis-
ible sphere in the sky surrounding us in all directions, is dramatically
smaller than the space occupied by all the galaxies we observe in
between (see Fig. 5).

The shape of our past light cone is symmetric around the time
axis, and it points in any direction towards the initial big bang. This
means that, when we look up in the sky in any direction, we are actually
looking towards a single point in space-time, the origin of the universe.

Fig. 5 – Schematic showing some of the key phases in the evolution of the universe: the
big bang, the last scattering surface, the formation of the first stars, and the present
time. Left: events are shown in concentric spheres, as they appear to our observation;
right: the same events are depicted on our past light cone.

CONCLUSIONS

This picture has eloquent similarities with Dante’s cosmos.
Indeed, the topology of our past light cone is identical to that of the
hypersphere imagined by Dante in his Paradiso. Clearly, we should note
an important difference: in the modern vision we deal with a curvature
of space-time, while in Dante’s case the curvature was spatial only.

Most previous discussions of the subject (e.g., Speiser 1925,
Callahan 1976, Peterson 1979, Lachieze-Rey & Luminet 1995,
Buonanno & Quercellini 2009, Rovelli 2014) highlighted the similarity
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between Dante’s universe and a positively curved Riemann space (i.e.,
a model with k = +1 in eq. [2]), such as the famous static model by
Einstein (1917) with a fine-tuned cosmological constant. Such closed
models, however, are highly disfavoured by present-day observations.
Here, following Osserman (1995), we have discussed Dante’s geometri-
cal vision in connection with the shape of the observable space-time in
a generic expanding cosmology, the simplest case of which being a flat
expanding universe. In recent years, precise cosmological observations
strongly indicate a spatially flat universe with matter density ΩM = ΩB +
ΩCDM ≈ 0.3 (including baryonic matter, ΩB, and cold dark matter, ΩCDM)
and vacuum energy density ΩΛ ≈ 0.7, the so-called standard ΛCDM
cosmological model. In particular, the recent full-sky observations of
the CMB by the Planck satellite provide measurements of the basic
parameters of the CDM model with unprecedented accuracy, at ~1%
level or less (Planck Collaboration 2015). Surprisingly, therefore, it
turns out that the visionary intuition of the medieval poet Dante
Alighieri has a strong analogy with the best general description of cos-
mic space-time as revealed by 21st century science.

While remarkable, these analogies should not be misunderstood.
Dante had no physical or quantitative argument to support his ideas,
and his cosmic vision was based entirely on imagination. It would be a
mistake to treat his cosmological insight as a scientific theory in a mod-
ern sense. Nonetheless, it is noteworthy that his open-minded thinking,
his relentless search for a beautiful, meaningful and coherent descrip-
tion of the world lead him to foreshadow concepts that modern science
would confirm and develop on scientific basis seven centuries later.

Perhaps the situation is not dissimilar from what happened with
some of the great ancient Greek thinkers. Consider, for example,
Democritus’ intuition of the atomic structure of matter; or
Anaxagoras’ insight that heavenly bodies are made out of earthly mate-
rials: in these cases too, modern science has shown the basic correct-
ness of these ideas, in spite of the fact that their ancient authors could
not support them with empirical evidence. Similarly the hypersphere
architecture of Dante’s universe, originated by his genius rooted in the
medieval culture, represents a fascinating original thought in cosmolo-
gy and should be regarded as a wonderful hidden jewel in the history
of scientific ideas.

FROM DANTE’S UNIVERSE TO CONTEMPORARY COSMOLOGY 163

9_Rendiconti_SCIENZE_bersanelli.qxp_03 cerutti  20/03/20  14:08  Pagina 163



BIBLIOGRAPHY

Bersanelli, M., 2012. Light in the Beginning, in «Light from light. Scientists and theolo-
gians in dialogue», Ed. by Gerald O’Collins, S.J. and Mary Ann Meyers,
Cambridge: Wm. B. Eerdmans Publishing Co., pp. 80-101.

Bersanelli, M., 2013. Missione spaziale Planck: Verso l’alba del tempo, Istituto
Lombardo, Rend. Scienze, 147, 183-209.

Boyde, P., 1993. L’esegesi di Dante e la Scienza, in «Dante e la Scienza», Ed. by Patrick
Boyde & Vittorio Russo, Longo Editore, pp. 14-16.

Buonanno, R. and Quercellini, C., The equations of medieval cosmology, New
Astronomy 14 (2009), pp. 347-348.

Buti, G., and Bertagni, R., (2008). Commento astronomico della Divina Commedia,
Edizioni Remo Sandron, Firenze (2008).

Callahan, J.J., 1976. The curvature of space in a finite universe, Scientific American, vol.
235, pag. 90-100.

Capasso, I., 1967. L’astronomia nella Divina Commedia, Domus Galileana.
Corsano, A., 1975. Dante e la scienza del suo tempo, Bollettino di Storia della Filosofia,

Università degli Studi di Lecce, vol. 3, pp. 69-80.
D’Amore, B., 1994. La matematica nella Divina Commedia, Alma Mater Studiorum,

Università di Bologna, anno VII, n. 1.
Davis, T.M., and Lineweaver, C.H, 2004. Expanding Confusion: Common

Misconceptions of Cosmological Horizons and the Superluminal Expansion of the
Universe; Publications of the Astronomical Society of Australia; Vol. 21, Issue 1,
pp. 97-109.

Di Scipio, G.C., and Scaglione, A., 1983. The Divine Comedy and the Encyclopedia of
Arts and Sciences, Acta of the International Dante Symposium, 13-16 Nov.
1983, Hunter College, New York.

Egginton, W., 1999. On Dante, Hyperspheres, and the Curvature of the Medieval
Cosmos, Journal of the History of Ideas, Volume 60, n. 2, pp. 195-216.

Einstein, A. 1917. Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitätstheorie.
Sitz. König. Preuss. Akad. 142-152. Or ‘Cosmological considerations in the gen-
eral theory of relativity’ in (Lorentz et al. 1952): 175-188. CPAE 6 (Doc. 43).

Gilson, S., 1999. Light Reflection, Mirror Metaphors, and Optical Framing in Dante’s
Comedy: Precedents and Transformations, Neophilologus, n. 83, pp. 241-52.

Gizzi, C., 1974. L’astronomia nel poema sacro, Lofredo.
Grant, E., 1974. A Source Book in Medieval Science. Harvard University Press.
Lachieze-Rey, M., Luminet, J.P., Cosmic Topology, Phys.Rept. 254 (1995) 135-214.
Ledda, G., 2001. Poesia, scienza e critica dantesca: due libri recenti sull’ottica e l’astrono-

mia in Dante, L’Alighieri A. 42, n. 18, pp. 99-113.
Lewis, C.S., 2006. The discarded image, Cambridge University Press, p.116.
Nardi, B., 1990. Il Canto XV del Purgatorio, Lecturae ed altri studi danteschi.
Osserman, R., 1995. A Mathematical Exploration of the Cosmos, Anchor Books, 1995
Parodi, E.G., 1922. Il Canto II del Paradiso, letto da Ernesto Giacomo Parodi nella sala

di Dante in Orsanmichele, Sansoni.
Patapievici, H.-R., 2004. Gli occhi di Beatrice, Mondadori.

MARCO BERSANELLI164

9_Rendiconti_SCIENZE_bersanelli.qxp_03 cerutti  20/03/20  14:08  Pagina 164



Peacock, J.A., 1999. Cosmological Physics, Cambridge University Press.
Peterson, M.A., 1979. Dante and the 3-sphere, American Journal of Physics, 12, 1031.
Peterson, M.A., 2002. Galileo’s discovery of the scaling laws, American Journal of

Physics, 70, 575.
Planck Collaboration, 2016. Planck 2015 results. I. Overview of products and results;

Astronomy and Astrophysics, 594, A1.
Ricci, L., 2005. Dante’s insight into Galilean invariance, Nature vol. 434, p. 717.
Rovelli, C., 2014. La realtà non è come ci appare, Cortina, pp. 83-95.
Speiser, A., 1925. Das Raumende und das Jenseits, in «Klassiche Stücke der

Mathematik», Orell Füssli.
Stabile, G., 1997. Bartolomeo da Parma e l’astronomia di Dante, Seventh Centenary of

the Teaching of Astronomy in Bologna, 1297-1997, Proceedings of the meeting
held in Bologna at the Accademia delle Scienze, pp. 99-122.

FROM DANTE’S UNIVERSE TO CONTEMPORARY COSMOLOGY 165

9_Rendiconti_SCIENZE_bersanelli.qxp_03 cerutti  20/03/20  14:08  Pagina 165



9_Rendiconti_SCIENZE_bersanelli.qxp_03 cerutti  20/03/20  14:08  Pagina 166



SANT’AGOSTINO E LE SCIENZE

CLAUDIO CITRINI (*)

Nota presentata dal m.e. Carlo Domenico Pagani
(Adunanza del 6 ottobre 2016)

SUNTO. – Si riportano numerosi esempi delle conoscenze scientifiche di Sant’Agostino,
che dimostrano la sua costante ricerca e adesione alle verità della ragione, in un rappor-
to complesso ma mai conflittuale con quelle della fede. Con ragionamenti a volte nitidi,
altre volte contorti o erronei egli cerca di superare ogni contrasto con l’interpretazione,
letterale o allegorica, delle Scritture.

***
ABSTRACT. – Several examples of Saint Augustin’s learning in sciences are reported.
They show his constant research of the truth both in human rational knowledge and in
faith, which must never be in disagreement. He always tries to overcome, with some-
times straightforward and sometimes sophistic arguments, any inconsistency of the sci-
entific knowledge with the literal or allegoric interpretation of the Holy Scriptures.

1.   FEDE E RAGIONE

Non si può comprendere il rapporto di Sant’Agostino con le
scienze se non si tiene in conto il suo percorso culturale e spirituale. La
sua formazione comprendeva tutte le arti che poi furono dette liberali,
e, per quanto portato per la retorica, in cui acquisì un tale prestigio da
meritarsi la nomina a maestro di retorica nella città allora capitale impe-
riale, non dimenticò mai la sua preparazione scientifica. Quando, venu-
to a Milano per assumere la carica, incontrò il vescovo Ambrogio, la sua
vita ebbe una svolta, culminata con la conversione e il battesimo, tutta
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la sua vita. La sua produzione apologetica, tuttavia, non fu mai in con-
trasto con la verità scientifica appresa, ma si sforzò sempre di conciliar-
la con la verità di fede. 

Nella sua catechesi del mercoledì 21 novembre 2012 papa
Benedetto XVI descrisse magistralmente il ruolo di Agostino nel per-
corso di razionalizzazione della fede: “Oggi in questa catechesi vorrei
soffermarmi sulla ragionevolezza della fede in Dio. La tradizione catto-
lica sin dall’inizio ha rigettato il cosiddetto fideismo, che è la volontà di
credere contro la ragione. Credo quia absurdum (credo perché è assur-
do) non è formula che interpreti la fede cattolica. Dio, infatti, non è
assurdo, semmai è mistero. Il mistero, a sua volta, non è irrazionale, ma
sovrabbondanza di senso, di significato, di verità. … 

Sant’Agostino, prima della sua conversione, cerca con tanta
inquietudine la verità, attraverso tutte le filosofie disponibili, trovando-
le tutte insoddisfacenti. La sua faticosa ricerca razionale è per lui una
significativa pedagogia per l’incontro con la Verità di Cristo. Quando
dice: «comprendi per credere e credi per comprendere» (Discorso 43,
9), è come se raccontasse la propria esperienza di vita. Intelletto e fede,
dinanzi alla divina Rivelazione non sono estranei o antagonisti, ma sono
ambedue condizioni per comprenderne il senso, per recepirne il mes-
saggio autentico, accostandosi alla soglia del mistero. Sant’Agostino,
insieme a tanti altri autori cristiani, è testimone di una fede che si eser-
cita con la ragione, che pensa e invita a pensare. Su questa scia,
Sant’Anselmo dirà nel suo Proslogion che la fede cattolica è fides quae-
rens intellectum, dove il cercare l’intelligenza è atto interiore al credere.
Sarà soprattutto San Tommaso d’Aquino – forte di questa tradizione –
a confrontarsi con la ragione dei filosofi, …”.

Vediamo dunque alcuni esempi.

1.1 Razionalità del creato

Il mondo, per Agostino, è fatto con tale perfezione che non può
assolutamente essere dovuta al caso. Nel De Ordine (I, 1. 2) egli scrive:
“O le membra di animali anche piccolissimi sono strutturate dal caso in
dimensioni tanto proporzionate ed esatte; ovvero si ammette che deriva
da un principio razionale che non può esser prodotto dal caso; o infine
noi oseremmo, per pregiudizi di vana filosofia, non attribuire all’occul-
ta legge del divino potere l’ordine che ammiriamo in ogni essere nella
successione di tutti i fenomeni naturali e indipendentemente dalla
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razionale produttività dell’uomo. … Ma a questo proposito supponia-
mo che un tale abbia la vista tanto limitata che in un pavimento a mosai-
co il suo sguardo possa percepire soltanto le dimensioni di un quadra-
tino per volta. Egli rimprovererebbe all’artista l’imperizia nell’opera
d’ordinamento e composizione nella convinzione che le diverse pietruz-
ze sono state maldisposte. Invece è proprio lui che non può cogliere e
rappresentarsi in una visione d’insieme i pezzettini armonizzati in una
riproduzione d’unitaria bellezza. … La medesima condizione si verifica
per le persone incolte. Incapaci di comprendere e riflettere sull’univer-
sale e armonico ordinamento delle cose, se qualche aspetto, che per la
loro immaginazione è grande, li urta, pensano che nell’universo esiste
una grande irrazionalità”.

Dunque i dettagli, visti separatamente o non compresi, non per-
mettono di ammirare il meraviglioso quadro della natura, che solo la
legge divina ha potuto concepire e attuare. 

1.2 Razionalità dell’uomo

Tutto dunque è razionale nel creato, e anche gli animali agiscono
secondo un istinto dettato dalla ragione. Naturalmente, l’uomo è a un
livello più elevato in quanto dotato di consapevolezza. 

Ancora nel De Ordine (II, 19. 49) leggiamo: “Da molti elementi
sparsi disordinatamente e poi radunati secondo una struttura unitaria io
costruisco una casa. Io valgo di più perché la faccio ed essa è fatta. … Ma
non per lo stesso motivo valgo di più della rondine e dell’ape poiché la
prima tanto ingegnosamente costruisce i nidi e la seconda i favi. Valgo di
più perché sono un animale dotato di ragione. Ma se la ragione consiste
nelle misure razionalmente disposte, forse che la costruzione degli uccelli
non è misurata proporzionatamente e convenientemente? Anzi ha esat-
tezza matematica. Quindi valgo di più non perché eseguo opere matema-
ticamente esatte ma perché conosco l’esattezza matematica. Ma allora?
Gli uccelli possono realizzare cose matematicamente esatte pur non aven-
done scienza? Lo possono certamente. Da dove l’hanno appreso? Da
quello stesso principio per cui anche noi adattiamo la lingua ai denti e al
palato perché ne escano parole. Non pensiamo tuttavia nel parlare con
quale movimento della bocca lo facciamo”.

L’istinto, dunque, o comunque il comportamento appreso per
mimesi e applicato senza controllo specifico, per Agostino è ragione
inconsapevole. 
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1.3 Scienza e scienziati

Purtroppo l’uomo talvolta si inorgoglisce della potenza del suo
pensiero, e dimentica che essa non è altro che il riflesso della sapienza
divina. Ecco un bel passo dalle Confessioni (Conf. V, 3. 4):
“Investigando questi misteri con l’intelligenza e l’ingegno da te rice-
vuti, [gli astronomi] fecero molte scoperte, predissero con anticipo di
molti anni le eclissi della luce del sole e della luna, con il giorno, l’ora
e la misura in cui sarebbero avvenuti, senza errare nei calcoli. I feno-
meni si verificarono puntualmente secondo le loro predizioni, ed essi
misero per iscritto le leggi scoperte, tuttora consultate e usate per pre-
dire l’anno, il mese dell’anno, il giorno del mese, l’ora del giorno e la
misura in cui la luce del sole e della luna scomparirà; e il fenomeno
avverrà puntualmente secondo le predizioni. Il popolo ne è ammirato,
gli ignari stupiti, gli esperti imbaldanziti ed esaltati. Ma se, lontani ed
eclissati dalla tua luce per la loro empia superbia, prevedono con
tanto anticipo l’offuscamento futuro del sole, non vedono però il loro,
presente, poiché non ricercano con spirito religioso l’origine del pro-
prio ingegno, con cui eseguono queste ricerche; o, se si scoprono tue
creature, non si donano a te con slancio affinché tu conservi le tue
creature”.

Qui entra in gioco l’atteggiamento di Agostino. La scienza lo affa-
scina, ma nulla conta senza la fede. È un mezzo per giungere a intuire
che la razionalità del mondo è manifestazione di Dio, ma nulla conta
nella storia della salvezza dell’uomo. Più avanti, a proposito degli errori
scientifici dei Manichei, afferma (Conf. V, 5. 9): “Ascoltando qua o là
un mio fratello cristiano, che in materia è inesperto e ha idee sbagliate,
io considero le sue opinioni pazientemente né vedo come gli nuoccia l’i-
gnorare accidentalmente la posizione e la condotta di enti corporei
creati da te, allorché su di te, Signore, creatore di tutto, non ha opinioni
sconvenienti. Gli nuocerebbe invece il pensare che questa scienza faccia
parte proprio dell’insegnamento religioso e l’affermare con sfrontata
ostinazione quanto ignora”.

Comunque la scienza ha valore di verità assoluta: “La scienza
infatti non è costituita da una qualsiasi rappresentazione, ma da una
rappresentazione tale che chi l’ha formulata non commetta errore e,
anche se sottoposto a qualsiasi critica, non possa dubitare. Ne consegue
la indiscussa verità dell’affermazione di alcuni filosofi che in nessuno
essa si può ritrovare se non nel filosofante. Egli non deve soltanto aver
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conoscenza della dottrina che sostiene, ma trovarle anche un fonda-
mento incrollabile” (Contra Academicos, I, 7. 19).

1.4 Scienza e scrittura

La scienza dunque ha le sue verità, ma anche la Scrittura è fonte
di verità, e di livello superiore. Non ci può e non ci deve essere un con-
trasto tra le due. Ma se la scrittura è presa alla lettera, come facevano i
Manichei, può anche affermare cose che alla scienza appaiono erronee.
Questo era uno dei motivi per cui il giovane Agostino non si era acco-
stato alla Scrittura come avrebbe voluto la madre Monica, profonda-
mente cristiana. 

Giunto a Milano, Agostino aveva appreso da Sant’Ambrogio a
fare una lettura metaforica della Scrittura, per cavarne le verità più
profonde che si celano in essa; tuttavia egli cercò sempre di salvare
anche il significato letterale, pur affermando esplicitamente che esso
non ha e non vuole avere un contenuto scientifico. 

Per esempio, a proposito della forma del cielo vi sono passi delle
Scritture in apparente contrasto: Nei salmi si legge “Qui extendit coe-
lum sicut pellem” (Ps 103, 2), ma Isaia dice che “il cielo sta sospeso
come una volta” (Is 40, 22 sec. LXX). La prima concezione, così inge-
nua, è ripresa in un affresco del 1246 che si trova nell’oratorio di San
Silvestro adiacente alla chiesa romana dei Santi Quattro Coronati.
Accanto alle storie di Costantino e di papa Silvestro I si può ammirare
un Giudizio universale, nel quale un angelo arrotola il cielo stellato pro-
prio come fosse un tappeto!

Il primo commento di Agostino è che il problema non è rilevante
per la felicità e salvezza eterna: “Che importa infatti se il cielo racchiude
da ogni parte, come una sfera, la terra mantenuta in equilibrio al centro
del mondo oppure la copra come un disco solo dalla parte superiore?
Ma qui è in gioco la credibilità della Scrittura per il motivo più volte da
me ricordato” (De Gen. II, 9, 20).

Pertanto Agostino così argomenta: “Ecco perché è necessario dire
in breve che i nostri agiografi conoscevano quanto è conforme alla
verità per ciò che riguarda la figura del cielo, ma lo Spirito di Dio, che
parlava per mezzo di essi, non ha voluto insegnare agli uomini queste
cognizioni per nulla utili alla salvezza dell’anima”.

Questo argomento, come è ben noto, comprese le due precedenti
citazioni, sarà ripreso da Galileo, nella celebre Lettera a Cristina di
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Lorena: “E se l’istesso Spirito Santo a bello studio ha pretermesso d’in-
segnarci simili proposizioni, come nulla attenenti alla sua intenzione,
ciò è alla nostra salute, come si potrà adesso affermare, che il tener di
esse questa parte, e non quella, sia tanto necessario che l’una sia de Fide,
e l’altra erronea? … Io qui direi che quello che intesi da persona eccle-
siastica costituita in eminentissimo grado [il cardinal Baronio], ciò è
l’intenzione delle Spirito Santo essere d’insegnarci come si vadia al
cielo, e non come vadia il cielo”.

Tuttavia, quando la scienza si pronuncia con certezza, bisogna
rivedere l’interpretazione della Scrittura, in modo da evitare ogni con-
flitto: “Ma se per caso quelli [che attribuiscono al cielo la figura d’una
sfera] potessero provare la loro opinione con argomenti di cui non si
dovrebbe dubitare, bisognerebbe dimostrare che l’immagine della pelle
usata dai nostri Libri sacri non è in contraddizione con quelle argomen-
tazioni razionali” (De Gen. II, 9. 21). O anche: “Qualora ciò si avveras-
se, non era quello il senso della sacra Scrittura, ma un’opinione dell’u-
mana ignoranza” (De Gen. I, 19, 38). 

Non si può non rilevare la consonanza con il pensiero del cardi-
nale San Roberto Bellarmino, a proposito di un tema analogo, quello
del sistema eliocentrico, ovviamente contrario alle teorie geocentriche
adottate nella Scrittura: “Dico che quando ci fusse vera dimostrazione
che il sole stia nel centro del mondo e la terra nel 3° cielo, allhora biso-
gneria andar con molta consideratione in esplicare le Scritture che paio-
no contrarie, e più tosto dire che non le intendiamo, che dire che sia
falso quel che si dimostra” (Lettera a Paolo Antonio Foscarini, 12 aprile
1615, in [1] vol. XII, pp. 171-172).

Entrambi i contendenti, Galileo e Bellarmino, si rifacevano dun-
que al pensiero di Agostino! Peraltro, Bellarmino così prosegue: “Ma io
non crederò che ci sia tal dimostratione, fin che non mi sia mostrata: né
è l’istesso dimostrare che supposto ch’il sole stia al centro e la terra nel
cielo, si salvino le apparenze, e dimostrare che in verità il sole stia nel
centro e la terra nel cielo; perché la prima dimostratione credo ci possa
essere, ma della seconda ho grandissimo dubbio, et in caso di dubbio
non si dee lasciare la Scrittura Santa, esposta dai Santi Padri”. Tale posi-
zione viene lodata come scientificamente corretta da Feyerabend [2], e
certamente sarebbe piaciuta ad Agostino. 

Per tornare al problema della forma del cielo, è chiaro che Agostino
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vede benissimo la contraddizione: “In realtà che c’è di tanto diverso e
contrario quanto la superficie piana e distesa d’una pelle e la curva d’una
volta convessa?” (De Gen. II, 9. 21). Tuttavia egli cerca comunque di
cavarsi d’impaccio anche dal punto di vista letterale: “Se infatti una volta
può chiamarsi correttamente non solo curva ma anche piatta, certamente
anche una pelle può essere stesa non solo come una superficie piana ma
anche in forma d’una tasca rotonda. In realtà sono una pelle non solo un
otre ma anche una vescica” (9. 22). La spiegazione appare decisamente
“stiracchiata”, perché, anche se non poteva certo conoscere il theorema
egregium che Gauss dimostrò nel 1827, Agostino aveva già ammesso che
una volta e un piano sono ben diversi!

2.   IL TEMPO

Uno dei temi più affascinanti della scienza e della filosofia è da
sempre la natura del tempo. Diverse concezioni si sono affrontate nel
pensiero dei popoli: dal tempo illimitato ab eterno al tempo circolare e
ricorrente. Agostino sposa quella del tempo limitato. Oltre che nel De
Genesi, vi sono bellissime pagine nelle Confessioni che trattano del
tempo. Non si può non citare la famosa dichiarazione, che esprime la
difficoltà di affrontare questo concetto: “Quid est ergo tempus? si
nemo ex me quaerat, scio; si quaerenti explicare velim, nescio / Cos’è
dunque il tempo? Se nessuno m’interroga, lo so; se volessi spiegarlo a
chi m’interroga, non lo so” (Conf. XI, 14. 17). 

Poco oltre (Conf. XI, 20. 26) Agostino descrive l’aspetto psicolo-
gico del tempo: “Tempora sunt tria: praesens de praeteritis, praesens de
praesentibus, praesens de futuris. Sunt enim haec in anima tria quae-
dam et alibi ea non video. Praesens de praeteritis memoria; praesens de
praesentibus contuitus; praesens de futuris expectatio / I tempi sono
tre: presente del passato, presente del presente, presente del futuro.
Questi tre tempi sono nella mia anima e non li vedo altrove. Il presente
del passato è la memoria; il presente del presente, la percezione; il pre-
sente del futuro l’attesa”.

Il rapporto tra tempo e movimento era già stato investigato da
numerosi filosofi.

Platone (Timeo, 37d) parla del tempo come di “un’immagine
mobile dell’eternità … che procede secondo il numero, e che noi abbia-
mo chiamato tempo”; e spiega poi che l’era e il sarà sono forme di
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tempo, ma che all’eternità si addice solo l’è. Agostino ribadisce (Conf.
XI, 11. 13) che “nell’eternità nulla passa, ma tutto è presente, a diffe-
renza del tempo, mai tutto presente”.

2.1 La creazione del tempo

Ma inframmezzate con queste considerazioni psicologiche vi sono
altri ragionamenti più scientifici. 

Il tempo per Agostino è stato creato assieme al mondo. Prima non
esisteva, anzi, non c’è un prima, perché l’inizio è stato appunto l’atto
della creazione. “Ecco come rispondo a chi chiede: «Cosa faceva Dio
prima di fare il cielo e la terra?». Non rispondo come quel tale, che,
dicono, rispose, eludendo con una facezia l’insidiosità della domanda:
«Preparava la geenna per chi scruta i misteri profondi». Altro è capire,
altro è schernire. Io non risponderò così. Preferirei rispondere: «Non
so ciò che non so», anziché in modo d’attirare il ridicolo su chi ha posto
una domanda profonda, e la lode a chi diede una risposta falsa. Invece
dico che tu, Dio nostro, sei il creatore di ogni cosa creata; e se col nome
di cielo e terra s’intende ogni cosa creata, arditamente dico: «Dio,
prima di fare il cielo e la terra, non faceva alcunché». Infatti, se faceva
qualcosa, che altro faceva, se non una creatura?” (Conf. XI, 12. 14).

2.2 Tempo e movimento

Nel De Genesi (V 5. 12) Agostino afferma: “Così, dunque, il
decorso del tempo iniziò con il movimento – mutamento delle creature;
invano quindi si ricerca il tempo prima della creazione, come se fosse
possibile trovare il tempo prima del tempo. Se infatti non ci fosse alcun
movimento delle creature, spirituali o corporali, mediante il quale al
passato succede il futuro attraverso il presente, non vi sarebbe affatto il
tempo. La creatura poi non potrebbe muoversi – mutarsi, se non esi-
stesse. Il tempo dunque è iniziato con la creazione anziché la creazione
col tempo; l’uno e l’altra poi provengono da Dio, poiché da lui, grazie
a lui e in lui sono tutte le cose”.

Aristotele afferma che “il tempo è misura di un movimento secon-
do il prima e il poi” (Phys. IV, 10-11). Al contrario, Plotino dichiara che
“quello che viene misurato dalla rotazione celeste, ossia quello che
viene rivelato, sarà propriamente il tempo; ma questo non è creato da
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quella rotazione, ma semplicemente è messo in luce. Per tale motivo
[alcuni filosofi], anziché sostenere che il movimento è la misura del
tempo e aggiungere quale cosa sia effettivamente misurata dal movi-
mento, tacendo il fatto che ciò avviene solo per accidente e per un certo
tipo di tempo, furono portati a credere che il tempo fosse la misura del
movimento e a invertire l’ordine dei fatti” (Enn. III, 7, 12-13). 

2.3 Movimento degli astri

Se il tempo è legato al movimento, il più significativo movimento
che lo esprime è quello degli astri, che danno anche lo spunto per le
prime unità di misura del tempo stesso: anno, mese e giorno, che
Agostino, nel De Genesi (II, 14-15) descrive con puntigliosa esattezza,
spiegando gli anni bisestili, le fasi della luna e la sua forma sferica, che
evidentemente qualcuno, ancora ai suoi tempi, credeva fosse piatta o di
forma mutevole. 

Si noti che il giorno della Creazione non può che essere allegori-
co, perché “quando da noi è notte, la presenza della luce illumina le
altre parti del mondo che il sole percorre prima di tornare dalla parte
ove tramonta a quella ove sorge; per questo motivo nello spazio di tutte
le ventiquattro ore c’è sempre, lungo il percorso circolare del sole, una
parte [della terra] ov’è giorno e un’altra ov’è notte” (De Gen. I, 10, 21);
e certo Dio non stava in un particolare punto della Terra quando creò
il mondo! 

Tuttavia per Agostino (Conf. XI, 23, 29-30) il tempo non è tale
movimento: “Ho udito dire da una persona istruita che il tempo è, di
per sé, il moto del sole, della luna e degli astri; e non assentii. Perché il
tempo non sarebbe piuttosto il moto di tutti i corpi? Qualora si arre-
stassero gli astri del cielo, e si muovesse la ruota del vasaio, non esiste-
rebbe più il tempo per misurarne i giri e poter dire che hanno durate
uguali, oppure, se si svolgono ora più lenti, ora più veloci, che gli uni
sono più lunghi, gli altri meno?”. 

E prosegue, di nuovo con un esempio tratto dalla Bibbia, cui ho
accennato prima citando il card. Bellarmino: “Dunque non mi si dica
che il tempo è il movimento dei corpi celesti. Quando il sole si fermò
all’appello di un uomo per dargli modo di concludere una battaglia vit-
toriosa, il sole era fermo, ma il tempo procedeva, tant’è vero che la bat-
taglia fu condotta e finita nello spazio di tempo ad essa sufficiente”. 

Quest’ultima osservazione naturalmente si riferisce al famoso epi-
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sodio narrato nel libro di Giosuè 10, 12-14: “Quel giorno, quando il
Signore diede a Israele la vittoria sugli Amorrei, Giosuè pregò il Signore
e gridò alla presenza di tutti gli Israeliti: ‘Sole, fermati su Gabaon! e tu,
luna, sulla valle di Aialon! Il sole si fermò, la luna restò immobile, un
popolo si vendicò dei suoi nemici’. Questo avvenimento è descritto nel
‘Libro del Giusto’; per quasi un giorno intero il sole restò in alto in
cielo, senza avviarsi al tramonto. Un giorno come quello non c’è mai
stato né prima né dopo di allora, quando il Signore ubbidì a un essere
umano e combatté al fianco d’Israele”.

È di nuovo interessante notare come lo stesso esempio sia preso
da Galileo, nella Lettera a don Benedetto Castelli, a sostegno della teo-
ria eliocentrica. Molto più semplice, egli argomenta con un lungo ma
convincente ragionamento, è pensare che sia stata la Terra ad aver inter-
rotto la sua rotazione e non il Sole, e con esso tutta la volta celeste e il
primo mobile, responsabile del movimento diurno degli astri. 

3.   L’ASTRONOMIA E L’ASTROLOGIA

Agostino, così esperto di astronomia, rifiutava con assoluta deter-
minazione l’astrologia. Da giovane invero aveva consultato gli astrologi,
come ammette nelle Confessioni (IV, 3): “non rinunziavo ancora a con-
sultare quegli imbroglioni che sono detti mathematicos”, ma più tardi si
era ricreduto e aveva “rifiutato le false divinazioni e le empie fantasti-
cherie degli astrologi (mathematicorum)” (Conf., VII, 6). 

Questo rifiuto era dovuto, naturalmente, alle Scritture, che in vari
passi condannano tali prassi, ma era già implicito nella discussione sui
gemelli. 

Secondo Agostino “il concepimento dei gemelli, che si attua con
una sola unione, come attestano i medici, la cui scienza è molto più
sicura ed evidente, avviene in un tempo così rapido da non oltrepassare
due secondi”. E siccome gli astrologi dei secondi non si curano
(“Minutas autem minutarum iam in constellationibus … non inve-
niunt”, 83 questioni diverse, n. 45 – Contro gli astrologi), due gemelli
dovrebbero avere lo stesso destino, il che non è. Sono argomentazioni
che avrebbe tranquillamente potuto riprendere da Cicerone (De
Divinatione, II, 87-99), ma volendosi basare sull’evidenza fattuale diret-
ta riporta un fatto di cronaca, raccontato da un certo Firmino (Conf.
VII, 6, 8-10), per cui due ragazzi, nati nello stesso momento, avevano
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avuto vite differenti. Del resto, annota, anche Esaù e Giacobbe erano
gemelli!

Concludendo queste argomentazioni, Agostino osserva acuta-
mente: “Si dice che [gli astrologi] hanno predetto molte cose vere, ma
questo dipende dal fatto che gli uomini dimenticano le loro falsità ed
errori. Unicamente preoccupati di quanto si accordava alle loro aspet-
tative, dimenticano ciò che non corrispondeva e ricordano solo gli avve-
nimenti che capitano accidentalmente, non per arte divinatoria, del
tutto inesistente, ma per qualche fortuita coincidenza”. Si tratta di un
fenomeno psicologico che possiamo verificare ancora ai giorni nostri, e
non solo riguardo all’astrologia (che incredibilmente sopravvive anco-
ra) ma anche a riguardo di molti altri discorsi antiscientifici che si
diffondono con la complicità dei mezzi di comunicazione e che nessuno
è in grado di arginare. 

4.   LE SCIENZE NATURALI E LA FISICA

Vediamo ora alcuni esempi di fenomeni fisici descritti da
Agostino. Anche se sovente le descrizioni sono corredate da spiegazioni
arzigogolate e assolutamente prive di valore scientifico, esse dimostrano
uno spirito di osservazione degno di nota e una vasta conoscenza delle
cognizioni dell’epoca. Vorrei anche notare che Agostino, da maestro di
retorica qual era, puntigliosamente esamina tutte le spiegazioni alterna-
tive e tutti i significati che si possono dare alle parole, perché ovviamen-
te il contesto apologetico non consente la precisione tipica del linguag-
gio scientifico. 

4.1 Le acque sopra il cielo e il ciclo delle acque

Un primo esempio si trova nel commento al secondo giorno della
creazione: “Dio inoltre disse: Vi sia un firmamento in mezzo alle acque
e tenga separate le acque dalle acque. E così avvenne. E Dio fece il fir-
mamento e separò le acque ch’erano al di sopra del firmamento. E Dio
chiamò ‘cielo’ il firmamento. E Dio vide ch’essa è cosa buona. E venne
sera e poi mattina: secondo giorno”. 

Agostino (De Gen. II, 1.2), dopo aver notato che “per loro natu-
ra, queste acque non possono trovarsi al di sopra del cielo stellato poi-
ché, a causa del loro peso, sono costrette a scorrere sulla terra oppure,
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evaporando, ad esser trasportate nell’atmosfera vicina alla terra” espo-
ne alcune esperienze di fisica. Dapprima nota (2.5) che “un recipiente
immerso [nell’acqua] con la bocca rivolta verso il basso non può riem-
pirsi d’acqua: questa è una prova sufficiente che l’aria tende per sua
natura verso l’alto. Il recipiente sembra bensì vuoto ma si dimostra
esser pieno d’aria quando lo s’immerge nell’acqua con la bocca rivolta
verso il basso; in realtà poiché [l’aria] non trova una via d’uscita attra-
verso la parte rivolta verso l’alto e, data la sua natura, non può passare
sotto l’acqua penetrandovi a forza, la respinge dal recipiente ch’è pieno
e non ve la lascia entrare”. Poi descrive il gorgoglio dell’aria quando
fuoriesce perché l’acqua entra nel vaso inclinato. 

Peraltro si lascia anche andare a considerazioni del tutto prive di
fondamento quando per esempio attribuisce alle acque che stanno
sopra il cielo la capacità di raffreddare Saturno, che, secondo lui, sicco-
me nel suo moto diurno si muove più rapidamente degli altri dovrebbe
piuttosto essere caldo. (De Gen. II, 5, 9).

Nel libro incompiuto del De Genesi, in cui si riprendono molti
dei ragionamenti degli altri libri, è descritto con precisione il ciclo delle
acque (14. 47): “D’altra parte la Scrittura, parlando delle sorgenti e dei
fiumi, non dice neppure come sono stati creati. Ora, coloro che indaga-
no e discutono questi fenomeni, affermano che, per via del movimento
superficiale dell’aria, dal mare si solleva invisibilmente il vapore d’ac-
qua dolce evidentemente per via di queste esalazioni che noi non pos-
siamo osservare in alcun modo: queste esalazioni si condensano in nubi,
e in tal modo la terra bagnata dalle piogge emette a goccia a goccia l’ac-
qua in caverne assai occulte e ve la trasuda nella misura in cui, dopo
essersi raccolta e penetrata per diversi meati, scaturisce in sorgenti sia
piccole sia capaci di formare dei fiumi. 

Gli scienziati sostengono che di questo fenomeno è prova il fatto
che l’evaporazione dell’acqua marina fatta bollire e raccolta in una ser-
pentina presenta, a chi l’assaggia, acqua dolce. A tutti inoltre appare
evidente che le sorgenti diminuiscono di portata poiché risentono l’ef-
fetto della scarsezza delle piogge”.

4.2 Il cervello

Nel settimo libro del De Genesi Agostino tratta della creazione
dell’anima, e del suo rapporto col corpo. In particolare descrive la
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struttura del cervello, che secondo la medicina dell’epoca era costitui-
to da tre ventricoli: “il primo vicino al volto, dal quale si dipartono
tutti i nervi sensori; il secondo è quello posteriore situato presso la
base del cervello, che regola tutti i movimenti; il terzo è sito tra gli
altri due, ove gli scrittori dimostrano che ha sede la memoria” (De
Gen. VII, 18. 24). 

E prosegue con una dimostrazione molto moderna di tale parti-
zione: “L’esistenza di siffatti ventricoli, al dire di quegli scrittori, è
dimostrata da segni sicuri, in casi in cui quelle rispettive zone del cer-
vello sono state affette da una malattia o da un difetto patologico.
Anche quando sono menomate le funzioni della sensazione o il movi-
mento delle membra o il ricordo dei movimenti del corpo, [i medici]
indicano assai chiaramente la funzione di ciascuno dei ventricoli e,
applicando a questi la cura [opportuna], hanno appurato a quale delle
zone cerebrali ha giovato la cura apprestata”. La medicina moderna
ovviamente ha strumenti molto fini per isolare le zone attive del cervello
in ciascuna delle operazioni che compie, ma concettualmente il metodo
è corretto e funzionale. 

4.3 Qualche altro errore 

Alcune delle teorie scientifiche esposte da Agostino, oltre al geo-
centrismo sono (per noi moderni!) palesemente erronee. 

Per esempio, egli credeva alla generazione spontanea di animali,
seguendo sia la Bibbia che Aristotele; ma per confutare tale teoria si
dovette attendere il XVII secolo, con le Esperienze intorno alla genera-
zione degl’insetti di Francesco Redi del 1668 seguito, nel secolo succes-
sivo, dal Saggio di osservazioni Microscopiche sul Sistema della
Generazione de’ Signori di Needham e Buffon di Lazzaro Spallanzani
(1765) e infine, ancora cent’anni dopo, da Louis Pasteur, che nel 1864
chiuse la questione con una dimostrazione premiata dall’Accademia
delle Scienze di Parigi.

Anche nella teoria della visione era in errore, pensando che il rag-
gio si propagasse dagli occhi alla sorgente luminosa e non viceversa.
Questo errore forse nasce da una interpretazione fisica del linguaggio
puramente geometrico dell’ottica di Euclide, che ovviamente si mette
dal punto di vista dell’osservatore per descrivere l’angolo o il cono sotto
cui si vede l’oggetto; ma Euclide non aveva alcuna intenzione di fare
una teoria fisica della visione.

SANT’AGOSTINO E LE SCIENZE 179

10_Rendiconti_SCIENZE_citrini.qxp_03 cerutti  20/03/20  14:10  Pagina 179



5.   LA MATEMATICA

Non intendo spendere troppe parole sulla matematica di
Sant’Agostino, avendone già trattato diffusamente in una relazione
svolta nel convegno Matematica e Letteratura 2 (Fisciano, SA, 6-8 apri-
le 2016) e riportata negli atti di quel convegno [3].

Non posso però non ricordare che non solo Agostino aveva una
conoscenza non banale della aritmetica dei suoi tempi (numeri primi,
perfetti, triangolari ecc.), ma che al solito ne faceva strumento di inter-
pretazione allegorica della Scrittura.

Per esempio, dopo aver dimostrato che 6 è un numero perfetto,
e avendo anche chiosato, senza uno scopo specifico, ma per il puro
piacere di esprimere delle proprietà matematiche, che pure 28 lo è e
che i numeri perfetti si diradano sempre più (di fatto, all’epoca se ne
conoscevano solo quattro: 6, 28, 496 e 8128), egli spiega così i tempi
della creazione: “Noi quindi non possiamo dire che il sei è un numero
perfetto per il fatto che Dio ha compiuto tutte le sue opere in sei gior-
ni, ma possiamo dire che Dio ha compiuto le sue opere in sei giorni
per il fatto che il sei è un numero perfetto. Questo numero perciò
sarebbe perfetto anche se queste opere non ci fossero state; se invece
esso non fosse perfetto, Dio non avrebbe compiuto le sue opere atte-
nendosi a questo numero” (De Gen. IV, 7.14). Naturalmente, i sei
giorni sono puramente allegorici: “Ecco perché, quando pensiamo
alla creazione primordiale degli esseri, cioè alle opere dalle quali Dio
si riposò il settimo giorno, non dobbiamo immaginare quei giorni
come i nostri giorni solari né l’operazione di Dio come se fosse l’atti-
vità con cui ora compirebbe qualcosa nel tempo, ma dobbiamo pen-
sare piuttosto il modo con cui operò ciò da cui cominciò il tempo, il
modo cioè con cui fece tutte le cose simultaneamente dando loro
anche un ordine risultante non da intervalli temporali ma dalla con-
nessione delle cause; in tal modo gli esseri creati simultaneamente
furono anche portati a compimento alla perfezione mediante la ripe-
tizione del “giorno” [della creazione] fatto presente per sei volte” (De
Gen., V, 5. 12).

Così i 153 grossi pesci della pesca miracolosa sono per lui simbolo
della Chiesa dei santi: infatti “se al numero dieci, proprio della legge,
aggiungiamo il numero sette, proprio dello Spirito Santo, abbiamo
diciassette. Se si scompone questo numero in tutti i numeri che lo for-
mano, e si sommano tutti questi numeri, si ha come risultato centocin-
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quantatré”. In termini matematici, il numero triangolare di 17 è appun-
to 1+2+3+…+17=153 (in Io. Ev. 122, 8).

Ma il punto in cui Agostino si distacca dalla tradizione matemati-
ca antica e in qualche modo precorre la modernità è nella concezione
della totalità dei numeri non più solo come potenziale, ma come una
infinità attuale, compresente nella mente di Dio, e quindi per ciò stesso
concepibile anche dall’uomo. 

“Riguardo poi all’altra loro teoria che neanche con la scienza di
Dio può essere rappresentato l’infinito, rimane loro che osino afferma-
re, immergendosi nell’abisso profondo della irreligiosità, che Dio non
conosce tutti i numeri. 

È assolutamente certo che il numero è infinito, perché qualunque
sia il numero che si prende come limite, non dico che è possibile
aumentarlo di un’unità, ma per quanto sia grande e comprensivo di una
indefinita quantità numerica, in base all’idea stessa del numero, non
solo si può raddoppiare, ma anche moltiplicare per se stesso. Infatti
qualsiasi numero è così determinato dalle sue proprietà che non v’è
numero eguale ad un altro. Sono dunque disuguali per quantità e qua-
lità, ognuno è finito, e tutti insieme sono infiniti. 

Dio dunque non conoscerebbe a causa dell’infinità la totalità dei
numeri e la sua scienza arriverebbe fino a una certa quantità numerica
e ignorerebbe il resto? Non lo potrebbe dire neanche il più insensato”.

Molti altri esempi potrebbero essere riportati a testimonianza
della accuratezza della descrizione dei fenomeni fisici e matematici da
parte di Sant’Agostino, oltre che della eleganza del suo eloquio, ma
spero che questi bastino a illustrare questo aspetto della sua personalità
di uomo capace di coniugare così felicemente la fede e la ragione. 

NOTA BIBLIOGRAFICA

I testi di Agostino sono tratti, per comodità, dal sito ufficiale [4], che riporta l’in-
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GLI ESOSOMI NELLA COMUNICAZIONE
CELLULA-CELLULA

STEFANIA RAIMONDO (*)

Nota presentata dal m.e. Gianpiero Sironi
(Adunanza del 20 ottobre 2016)

SUNTO. – La comunicazione cellula-cellula è un processo essenziale per il coordinamen-
to e la corretta organizzazione dei sistemi multicellulari. Le cellule comunicano attra-
verso svariati meccanismi tra cui il rilascio di fattori di crescita, chemochine, piccole
molecole bioattive, il contatto cellula-cellula. Negli ultimi anni è stato descritto un
nuovo e sofisticato meccanismo di comunicazione cellulare basato su vescicole extra-
cellulari. Le vescicole extracellulari sono vescicole specializzate, rilasciate nello spazio
extracellulare dalla maggior parte dei tipi cellulari, in condizioni fisiologiche e patolo-
giche. Tra i diversi sottotipi di vescicole extracellulari gli esosomi hanno recentemente
ricevuto la maggior parte dell’attenzione vista la loro capacità di fungere da messaggeri
nella comunicazione intercellulare.

***
ABSTRACT. – Cell to cell communication is essential for the coordination and proper
organization of different cell types in multicellular systems. Cells exchange information
through a multitude of mechanisms such as secreted growth factors and chemokines,
small molecules (peptides, ions, bioactive lipids and nucleotides), cell-cell contact and
the secretion of extracellular matrix components. Over the last few years a new and
sophisticated mechanism of cell-cell communication based on extracellular vesicles has
been described. Extracellular vesicles are specialized vesicles released in the extracellu-
lar space by most of cell types, under physiological and pathological conditions. Among
different extracellular vesicles subtypes, exosomes (30-100 nm) have recently received
most of the attention do to their ability to be messenger in intercellular communication.
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1. LA COMUNICAZIONE CELLULA-CELLULA

E’ ormai ampiamente descritto che nessuna cellula vive isolata nel
nostro organismo e che esiste una complessa rete di comunicazione tra le
cellule che garantisce l’omeostasi di tessuti e organi. Le cellule comunica-
no e interagiscono tra loro tramite il fenomeno della segnalazione cellu-
lare. In alcuni casi la comunicazione cellula-cellula è diretta, mediante
giunzioni serrate o comunicanti, in altri casi le cellule devono poter
comunicare a distanza: una cellula segnalatrice produce una molecola
segnale, riconosciuta da una cellula bersaglio, per mezzo di una proteina
recettore, che a sua volta produce segnali intracellulari. L’intero processo
che traduce l’informazione portata dal messaggero extracellulare in cam-
biamenti intracellulari è chiamato trasduzione del segnale (Fig. 1). I
segnali prodotti possono avere efficacia a breve o ampio raggio, in base a
questo i segnali extracellulari si dividono in endocrini, paracrini e auto-
crini. Nella segnalazione endocrina le cellule rilasciano nel sangue sostan-
ze dette ormoni, ovvero segnali che agiscono su cellule bersaglio lontane.
Nella segnalazione paracrina, la cellula bersaglio si trova in prossimità
della cellula segnale e la sostanza che funge da segnale agisce sul gruppo
di cellule bersaglio adiacenti. Infine nella segnalazione autocrina le cellule
agiscono contemporaneamente da segnale e da bersaglio.

Fig. 1 – Trasduzione del segnale. Una cellula segnalatrice produce una molecola segnale che
viene riconosciuta dalla cellula bersaglio per mezzo di un recettore. Il legame della molecola
segnale al recettore attiva una via biochimica determinando una risposta cellulare.

2. LE VESCICOLE EXTRA-CELLULARI

Nell’ultimo decennio è stato descritto un nuovo meccanismo di
comunicazione cellula- cellula, basato sul rilascio di un gruppo eterogeneo
di vescicole lipoproteiche che fungono da veicoli di informazioni intercel-
lulari [1] . Questi vettori, rilasciati da cellule animali e vegetali [2], e gene-
ralmente definite vescicole extracellulari, possono essere suddivisi in tre
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classi principali: esosomi, microvescicole e corpi apoptotici. Tra queste, gli
esosomi hanno recentemente ricevuto maggiore attenzione. Mentre gli
esosomi sono vescicole di origine endocitica, omogenee in dimensione e
morfologia (40-100 nm), i corpi apototici sono rilasciati dalle cellule in fase
di morte cellulare programmata, e infine le microvescicole derivano diret-
tamente dalla membrana plasmatica e mostrano una dimensione variabile
(100-1000 nm). Le vescicole extracellulari vengono inoltre denominate in
base sulla base della loro origine, per esempio i prostasomi sono le vesci-
cole secrete dalle cellule epiteliali della prostata e secrete nel liquido semi-
nale [3], gli oncosomi quelle rilasciate dalle cellule tumorali [4]. 

3. GLI ESOSOMI

Il termine “esosomi” è stato introdotto per la prima volta nel 1983,
per identificare, negli eritroblasti in via di differenziamento, le vescicole
di membrane in grado di inglobare al loro interno il recettore della tra-
sferrina (Tfr) [5]. Più recentemente la ricerca si è focalizzata su queste
vescicole sia perché si sono rivelate dei veri e propri vettori di scambio di
informazioni biologiche tra le cellule, sia per il loro ruolo in numerose
condizioni fisiologiche e patologiche [6]. Gli esosomi sono una classe di
nanoparticelle bioattive, del diametro compreso tra i 30 e i 100 nm e deri-
vate dal compartimento endosomiale. Gli esosomi vengono rilasciati in
vitro da diversi tipi di cellule, tra cui le cellule del sistema immunitario, le
cellule staminali mesenchimali, le cellule epiteliali, le cellule endoteliali e
cellule tumorali di quasi tutti gli istotipi. Inoltre gli esosomi sono stati
purificati da una varietà di fluidi corporei come plasma, urina, saliva,
liquido cerebrospinale, amniotico e fluido sinoviale. Gli esosomi hanno
una specifica morfologia e, come indicato da analisi biochimiche e pro-
teomiche, hanno una membrana arricchita in particolari lipidi (colestero-
lo, sfingomielina e ceramide) e una composizione proteica unica che li
caratterizza e ne rende facile l’identificazione. Anche se gli esosomi pro-
venienti da cellule diverse hanno una differente composizione proteica,
alcune proteine sono comuni a tutti i tipi di esosomi; tra queste vi sono
Alix, alcune tetraspanine e proteine chaperon. Ulteriori studi hanno inol-
tre evidenziato la presenza di acidi nucleici all’interno degli esosomi,
quali DNA [7], mRNA [8], microRNA [9] e long non-coding RNA [10]
(Fig. 2). Numerosi studi hanno dimostrato che la presenza di questi acidi
nucleici all’interno degli esosomi non è casuale ma è finemente regolato
da processi selettivi. 
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Fig. 2 – Composizione degli esosomi. Gli esosomi sono costituiti da un doppio strato lipi-
dico, contengono proteine, metaboliti e molecole di RNA (mRNA, microRNA, long non-
coding RNA).

3.1 Gli esosomi in condizioni fisiologiche e patologiche 

Gli esosomi sono ad oggi considerati parte integrante del
microambiente intercellulare e possono agire come regolatori della
comunicazione cellula-cellula [6]. Gli esosomi possono attivare mec-
canismi di trasduzione del segnale mediante interazioni fisiche ligan-
do/recettore o mediante fusione con le cellule bersaglio e trasferi-
mento dei loro contenuti. Possono anche essere endocitate dalle cel-
lule bersaglio oppure rilasciare il loro contenuto nello spazio extra-
cellulare. Essi possono agire come modulatori del sistema immunita-
rio con effetti immunosoppressivi o promuovendone l’attivazione;
sono inoltre implicati nel riciclo e smaltimento di proteine di mem-
brana e nello scambio di materiale genetico. Una volta rilasciati dalla
cellula che li produce, gli esosomi possono influenzare il comporta-
mento della cellula bersaglio sia localmente sia a distanza attraverso
i fluidi biologici. Gli esosomi sono stati purificati dal latte materno e
diversi studi sottolineano come questi siano in grado di regolare l’im-
munità materno-fetale. Sono inoltre stati ritrovati nelle urine dove
giocano un ruolo nel regolare la funzionalità renale. Un numero cre-
scente di evidenze sperimentali sottolinea un ruolo degli esosomi nel-
l’insorgenza e progressione di svariate patologie, quali cancro, malat-
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tie neurodegenerative, malattie infiammatorie, reumatologiche, car-
diache e muscolari. 

3.2 Gli esosomi come biomarcatori

Gli esosomi a causa della loro origine cellulare, del loro ruolo sia
in condizioni fisiologiche e patologiche e dei recenti sviluppi tecnologi-
ci che consentono la loro rapida purificazione e caratterizzazione,
hanno cambiato in modo significativo molte aree delle scienza clinica. I
primi approcci per l’applicazione degli esosomi in diagnostica clinica
risalgono a diversi anni fa. Infatti, grazie al loro contenuto proteico e di
acidi nucleici, che riflette la natura e lo stato delle cellule che li rilascia-
no, gli esosomi sono considerati una ricca fonte di informazioni [11].
Le molecole veicolate dagli esosomi sono utili pertanto ai fini diagno-
stici e per il monitoraggio di trattamenti terapeutici; inoltre, il contenu-
to, che è ben protetto da un doppio strato lipidico che conferisce un
elevato grado di stabilità, comprende alcuni biomarcatori che sarebbe-
ro altrimenti scarsamente rilevabili. Molti progressi sono stati fatti in
campo oncologico, dove micro-RNA contenuti negli esosomi sono stati
associati alla progressione della patologia. Ad esempio, Rabinowits e
colleghi hanno dimostrato la differenza significativa in livelli di esosomi
e di miRNA tra pazienti affetti da tumore al polmone e pazienti sani,
suggerendo che i microRNA veicolati dagli esosomi potrebbero essere
utili per lo sviluppo di test di screening per questa neoplasia [12]. Così
come in ambito oncologico, gli esosomi possono rappresentare impor-
tanti biomarcatori in numerose patologie quali quelle reumatologiche
[13], neurodegenerative [14] e cardiache [15]. E’ ormai noto che cito-
chine, fattori di crescita, molecole di adesione e proteine della matrice
extracellulare sono secrete dalle cellule tumorali e mediano la comuni-
cazione cellula-cellula all’interno del microambiente. Recentemente gli
esosomi sono stati considerati come veicoli di queste molecole e, per
questa ragione, sono considerati nuovi attori nel crosstalk tra le cellule
del microambiente tumorale [16].

3.3 Gli esosomi: un nuovo sistema di drug delivery

Il drug delivery è lo sviluppo di sistemi alternativi di indirizza-
mento dei farmaci nell’organismo, con l’obiettivo si circoscriverne l’ef-
fetto biologico su una cellula bersaglio, migliorandone l’efficacia e ridu-
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cendone la tossicità. Ad oggi tante sono le informazioni riguardanti gli
esosomi come sistemi di trasporto di citochine, fattori di crescita, mole-
cole di adesione e acidi nucleici. Gli esosomi potrebbero anche essere
utilizzati nel campo della terapia genica in quanto possono fungere da
veicolo di composti terapeutici rappresentati da miRNA, siRNA e agen-
ti chemioterapici [17] (Fig. 3). Di più recente interesse è l’utilizzo di
esosomi come “strumenti terapeutici”, in quanto recenti studi che ana-
lizzano i profili proteomici e trascrittomici di queste vescicole, hanno
dimostrato che esprimono molecole sulla loro superficie, alcune delle
quali si ritrovano in tutti gli esosomi (LAMP2B e CD63) mentre altre
sono tessuto-specifiche e questo può essere sfruttato per indirizzare in
modo specifico esosomi caricati con farmaci selettivi per determinate
cellule [18]. Il drug delivery che utilizza esosomi può fornire vantaggi
unici rispetto ad altri sistemi, tra cui una limitata immunogenicità ed
una maggiore stabilità nel sangue. Le membrane degli esosomi possono
inoltre essere modificati per mostrare epitopi che possano legarsi a spe-
cifici ligandi presenti su determinati tipi cellulari e migliorarne il deli-
very specifico verso tale tipo cellulare.

Fig. 3 – Gli esosomi come veicoli di agenti terapeutici. Gli esosomi possono essere impie-
gati per veicolare farmaci o molecole di RNA terapeutiche su cellule bersaglio.
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IDENTIFICATION AND FUNCTIONAL
CHARACTERIZATION OF GERMLINE GENETIC

VARIANTS PREDISPOSING TO DIFFERENTIATED
THYROID CANCER RISK

GISELLA FIGLIOLI (*), et al.#

Nota presentata dal s.c. Andrea Mattevi
(Adunanza del 3 novembre 2016)

SUNTO. – Il carcinoma tiroideo differenziato (DTC) è il tumore endocrino più fre-
quente ed in Italia si registra una elevata incidenza. Il rischio d’insorgenza di questa
malattia è significativamente maggiore nei parenti di primo grado degli individui
affetti suggerendo che anche le varianti genetiche germinali possano contribuire alla
sua insorgenza. Precedenti studi di associazione sull’intero genoma (GWASs) hanno
permesso l’identificazione di polimorfismi a singolo nucleotide (SNPs) associati con
il rischio di DTC localizzati nelle regioni 2q35, 9q22.33 e 14q13.3. Al fine di indivi-
duare nuovi loci di suscettibilità al DTC, è stato eseguito un GWAS sulla popolazione
italiana. In seguito, gli SNPs più interessanti sono stati analizzati in una popolazione
italiana più ampia e in altre casistiche europee. I risultati di questo studio hanno con-
fermato il ruolo del loci 2q35 e 9q22.33 nella suscettibilità al DTC. Inoltre, i polimor-
fismi nelle regioni 14q24.3 e 20q11.22-q12 sono risultati associati ad un incremento
del rischio di DTC nell’analisi combinata di tutte le popolazioni analizzate, e gli SNPs
localizzati in 3q25.32, 5q14, 7q21, 9q34.3, 11p15, 13q12.12 e 20p11 sono risultati
associati alla malattia soltanto negli Italiani. Secondo i dati del progetto ENCODE,
molti di questi polimorfismi si trovano all’interno di regioni di regolazione della tra-
scrizione e lo studio delle eQTL ha mostrato che cinque degli SNPs identificati in
questo studio sono associati alla regolazione dei loro geni più vicini in diversi tessuti,
compreso il tessuto tiroideo. In conclusione, tramite questo studio sono stati identi-
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ficati nuovi alleli di suscettibilità al DTC ed è stato proposto un loro possibile ruolo
funzionale.

***
ABSTRACT. – Differentiated thyroid cancer (DTC) is the most common endocrine tumor,
showing a high incidence in Italy. A significant higher risk of this cancer is described in
first-degree relatives of DTC patients compared to the general population suggesting that
germline genetic variants may contribute to its development. Previous genome-wide asso-
ciation studies (GWASs) on DTC have identified robust associations with single
nucleotide polymorphisms (SNPs) at chromosomes 2q35, 9q22.33 and 14q13.3. In order
to identify additional DTC susceptibility loci, a novel GWAS on the Italian population
was conducted. The GWAS was followed by validation studies, where the most interest-
ing SNPs were replicated in a larger Italian population and other European cohorts.
Previously observed association for 2q35 and 9q22.33 was confirmed. Moreover, a strong
relationship of DTC risk was found with SNPs on 14q24.3 and 20q11.22-q12 across all
populations and SNPs on 3q25.32, 5q14, 7q21, 9q34.3, 11p15, 13q12.12 and 20p11 only
among Italians. According to ENCODE Project data, many of these SNPs are located in
transcription regulatory regions and eQTL analyses showed that five of the associated
SNPs may affect the expression levels of their closest genes in different human tissues,
including thyroid. In conclusion, novel DTC risk alleles were identified and new insights
into their possible functional role were discovered.

1. INTRODUCTION

Thyroid cancer (TC) comprises approximately 1% of all human
malignancies and it is the most common endocrine malignancy, repre-
senting up to 80% of all cancers originating from endocrine organs [1].
Worldwide, thyroid cancer incidence varies in different geographic
regions and it is overall higher in more economically developed coun-
tries. In Europe particularly elevated age-standardised rates (ASRs)
were observed in Lithuania (ASR=15.5/100,000), Italy (ASR=13.5/
100,000) and Austria (ASR=12.4/100,000) (http://eco.iarc.fr/EUCAN/
and http://globocan.iarc.fr).

Approximately 90% of diagnosed TCs arise from the thyrocytes,
the thyroid hormone–producing cells, and are classified as differentiat-
ed thyroid cancers (DTCs). Among them, the most frequent subtype is
papillary (PTC, 75%), followed by follicular (FTC, 10%), Hurthle cells
(5%), and poorly differentiated carcinomas (1%–6%). Only a small
proportion of TCs, called medullary thyroid cancer (MTC), originates
from thyroid parafollicular cells [2].

There are few known TC risk factors except for exposure to ion-
izing radiation, female gender and a previous benign thyroid disease
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[3]. Interestingly, TC is characterized by having one of the highest her-
itability among all cancer sites, as demonstrated by a significantly high-
er risk in first-degree relatives of patients with DTC than in the general
population and suggesting that also germline genetic variants (e.g. sin-
gle nucleotide polymorphisms, SNPs) may contribute to the risk of the
disease [4].

In order to identify SNPs associated with DTC genetic predispo-
sition case-control association studies were conducted [5]. To date, can-
didate gene/pathway association studies remain the most prevalent type
of investigation with more than 100 studies published and more than
300 SNPs examined. Of them, SNPs within genes involved in DNA
repair pathways, cell-cycle control, xenobiotic metabolism and in the
MAPK pathway were frequently investigated. While some of these vari-
ants could represent true associations with DTC, many failed to be repli-
cated among additional populations and could be false-positive [6].

During the past decade genome-wide association studies (GWASs)
emerged worldwide as an unbiased approach, independent of a priori
knowledge on the disease, to reveal SNPs and genomic regions associated
with human cancer risk. GWASs rely on the phenomenon of linkage dis-
equilibrium (LD) wherein SNPs are not inherited individually but
instead are in LD blocks, with many nearby SNPs being highly correlat-
ed. This allows obtaining information on ~50,000 variants by analyzing
only one SNP (formally named “tag-SNP”) and therefore it may be used
to study the entire genome by evaluating ~500,000-700,000 tag-SNPs
[7]. GWASs are commonly performed using a multistage approach. In
the first stage (e.g. the discovery phase), all tag-SNPs are tested on a small
subset of cases and control. During the second stage (e.g. the validation
phase), significant tag-SNPs, are analyzed in a population similar to that
used in the previous phase with the purpose of ruling out false positive
associations. Moreover, validations in different populations represent
also an important task to check if the observed effects are specific for the
discovery population or if they may be extended to different geographic
groups [8, 9]. Once the association of a SNP is confirmed, the next chal-
lenge lies in discovering its functional role and in the identification of its
target gene. While few GWAS-identified SNPs are predicted to disrupt
protein-coding regions, the great majority of them, approximately 88%,
lie in intergenic or intronic regions and could be located within transcrip-
tional regulatory elements (such as promoters, enhancers, transcription
factor binding sites [TFBSs] and DNaseI hypersensitive sites [DHSs]).
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All these functional elements of the human genome were annotated by
the ENCODE (ENCylopedia Of DNA Elements) project and they could
be mined to uncover the possible functional role of GWAS-identified
SNPs [10, 11]. Moreover, it was clearly reported that inherited genetic
variants within several genomic regions, called expression quantitative-
trait loci (eQTLs), are associated with expression of many transcripts.
Thus, studying the associations between SNPs and gene expression levels
may represent a useful way to connect risk variants to their putative genes
or transcripts. eQTLs can be located either near (1 Mb) the gene they
regulate (cis-eQTL) or at a significant distance away from it (trans-eQTL)
[12, 13]. At this regard, the Genotype-Tissue Expression (GTEx) pro-
gram has recently provided expression levels of human genes in trans-
formed fibroblasts and in several tissues from healthy individuals allow-
ing the characterization of the eQTLs and the interpretation of GWAS-
identified SNPs [14].

In 2009 Gudmusson and collaborators published the first GWAS
on DTC. The strongest signals were found for the SNP rs965513 on
9q22.33, 57 kb upstream FOXE1 with (OR=1.75, 95% CI 1.59-1.94)
and rs944289 on 14q13.3, near NKX2-1 (OR=1.37, 95% CI 1.24- 1.52)
[15]. The importance of FOXE1 in the disease genetic predisposition
was confirmed in a second GWAS performed on radiation-related
PTCs. In particular, the association for rs965513 was confirmed
(OR=1.65, 95% CI 1.43-1.91) and a statistically significant association
was found for rs1867277 (OR=1.48, 95% CI 1.27-1.71) [16]. Additional
DTC risk variants were found through a GWAS on circulating TSH lev-
els. In this study the strongest association was observed for rs116909374
on 14q13.3 with an OR of 2.09 (95% CI 1.68-2.60). Similarly, the vari-
ants rs966423 on 2q35 (within DIRC3) and rs2439302 on 8p12 (within
NRG1) were significantly associated with DTC with OR of 1.34 (95%
1.22-1.47) and 1.36 (95% CI 1.23-1.50), respectively [17].

In order to search for additional variants predisposing to DTC a
novel GWAS on the high-incidence Italian population was performed
thanks to a successful collaboration among the Department of
Endocrinology and Metabolism of the University Hospital Cisanello of
Pisa (Italy), the Department of Biology of the University of Pisa (Italy)
and the Division of Molecular Genetic Epidemiology of the German
Cancer Research Center (DKFZ, Heidelberg, Germany). The GWAS
was followed by the replication of SNPs that showed suggestive evi-
dence of association in other European cohorts and by the assessment
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of the cumulative effect of the identified SNPs. The functional role of
the best-associated SNPs was also investigated by using ENCODE
project experimental data and by eQTL analyses.

2.  RISK VARIANTS ASSOCIATED WITH DIFFERENTIATED THYROID
    CANCER RISK

The local Ethical Committee approved this study and all partici-
pants gave their written informed consent to participate according to
Helsinki declaration.

The discovery phase of the GWAS was performed on Italian his-
tologically confirmed DTC patients and healthy controls. A total of 701
cases were recruited at the Department of Endocrinology and
Metabolism of the University Hospital Cisanello in Pisa. The control
group comprised 499 healthy individuals without any thyroid disease
and cancer history and included workers who underwent a routine
check-up at the same hospital of Pisa and blood donors from the Meyer
Hospital in Florence. After the application of strict quality controls
572,042 SNPs were analyzed for association with DTC in 690 cases and
497 controls. The results of this phase confirmed the role of the SNPs
identified in previous GWASs on DTC predisposition. In particular, a
robust evidence for a relationship between FOXE1 and the risk of the
disease with multiple SNPs annotating in the region having p-
value<5.0×10-8. Because the association between FOXE1 and DTC was
already well-established, SNPs in this region were excluded from the
following phases of analysis (Fig. 1) [18].

Validation studies were conducted on four European cohorts. The
Italian cohort (Italian1+Italian2) included 1,539 patients and 1,719 con-
trols collected in the same hospitals of the samples of the discovery phase.
The Polish group comprised 468 patients with DTC and 470 healthy con-
trols from the Department of Nuclear Medicine and Endocrine Oncology,
Maria Sklodowska-Curie Memorial Cancer Center and Institute of
Oncology in Gliwice. The Spanish cohort consisted of 446 patients,
recruited at the Department of Genetics and Microbiology of
Autonomous University of Barcelona, and 420 healthy individuals. The
United Kingdom series consisted of 509 cases, ascertained through the
Institute of Cancer Research/Royal Marsden Hospital National Health
Service Trust, and 1,118 controls recruited through the National Study of
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Colorectal Cancer. A total of 109 SNPs, selected within regions showing
stronger association signals (e.g. lower p-value) with DTC risk, were vali-
dated in the larger Italian population. Of them, 24 SNPs positively repli-
cate the GWAS associations and were also analyzed in Polish, UK and
Spanish cohorts. The joint analysis of all populations (2,985 cases and
3,727 controls) revealed a genome-wide significant association with DTC
for rs6759952 near DIRC3 on 2q35 (OR=1.25, 95% CI 1.16-1.34, p-
value=6.4×10-10), rs10136427 near BATF on 14q24.3 (OR=1.30, 95% CI
1.17-1.44, p-value=9.30×10-7) and rs7267944 near DHX35 on 20q11.22-
q12 (OR=1.32, 95% 1.20-1.46, p-value=1.34×10-8). The role of the SNPs
was also assessed only in the Italian population, totaling 2,260 cases and
2,218 controls. The most significant associations were observed for
rs7617304 upstream RARRES1 on 3q25.32 (OR=1.25, 95% CI 1.12-1.39,
p-value=4.6×10-5), rs13184587 within ARSB on 5q14.1 (OR=1.28, 95% CI
1.15-1.43, p-value=8.54×10-6), rs10238549 (OR=1.27, 95% CI 1.15-1.40,
p-value=4.1×10-6) and rs7800391 downstream IMMP2L on 7q21
(OR=1.25, 95% CI 1.14-1.38, p-value=5.7×10-6), rs10781500 downstream
SNAPC4 on 9q34.3 (OR=1.23, 95% CI 1.12-1.36, p-value=3.5×10-5),
rs7935113 within GALNTL4 on 11p15.3 (OR=1.36, 95% CI 1.20-1.53, p-
value=7.41×10-7), rs1220597 within SPATA13 on 13q12.12 (OR=1.26,
95% CI 1.14-1.38, p-value=3.25×10-6) and rs1203952 upstream FOXA2
on 20p11 (OR=1.29, 95% CI 1.16-1.44, p-value=4.42×10-6) (Tab. 1) [18-
20]. The cumulative effect of the 11 independent susceptibility SNPs in
10 genes identified in the Italian population was also evaluated. A dose-
dependent increase in risk of DTC was observed with an increasing num-
ber of risk alleles (OR=1.30, 95% CI 1.26-1.35, p-trend=3.13×10-47). In
particular, individuals carrying ≥14 risk alleles had 7.68 times higher risk
of getting DTC as compared to those with ≤7 risk alleles (Fig. 2) [19].

3.  BIOINFORMATIC AND eQTL ANALYSES OF THE RISK VARIANTS

Computational approaches were employed to functionally anno-
tate the associated SNPs. Briefly, ENCODE Project data were quarried
using the HaploReg v2 tool and eQTL analyses were performed taking
advantage of data free available on GTEx Portal [14, 21]. Among the
three variants that were found associated with the risk of DTC in the
combined analysis of all the European populations, rs6759952 (DIRC3)
and rs10136427 (BATF) were found to map in regions of weak and
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strong enhancers. Both SNPs alter the binding sites for regulatory pro-
tein: rs6759952-T risk allele introduces the consensus sequence for
Pou1f1, Pou2f2, TLX1 and YY1 proteins and rs10136427-C risk allele
removes a FOXD3 site. Little support for the functional role of
rs7267944 (DHX35) was found.

Fig. 1 – Manhattan plot of simple 2 allelic test of association p-values from the GWAS.
The plot shows the –log10p-values for each tagSNP against chromosomal location.
Values for each chromosome are reported in different colors for visual effect.

Fig. 2 – Cumulative risk assessment. (A) Sample distribution according to the number
of risk alleles in eleven SNPs associated in the Italian DTC cases (black columns) and
controls (grey columns). (B) Plot of the increasing ORs for DTC with increasing num-
ber of risk alleles. The category ≤7 was chosen as reference (OR=1.0); vertical bars cor-
respond to 95% confidence intervals.

A possible regulatory consequence was identified for all the SNPs
associated with the disease only in the Italian population, except for
rs1220597 (SPATA13). The variants rs7617304 (RARRES1),
rs10238549 and rs7800391 (IMMP2L) and rs7935113 (GALNTL4) are
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Tab. 1 – Risk of differentiated thyroid cancer associated with single nucleotide polymor-
phisms identified in the present study. Significant results at a genome-wide level are
highlighted in bold.
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located within enhancer histone markers and DHSs in different human
cell lines and in silico analyses showed that they may affect binding sites
for several regulatory proteins. The genomic regions comprising
rs10781500 (SNAPC4) and rs13184587 (ARSB) were found enriched of
transcriptionally active regions, including enhancers and promoters.
rs1203952 (FOXA2), was predicted to alter the binding of Evi-1,
Foxp1, Pou2f2 and SIX5 TFs and of the regulatory protein FOXA1
and to have an effect on the chromatin structure in breast cancer cells
[19, 20].

eQTL analyses indicated that five of the associated SNPs may
affect gene expression levels and for three of them a role on thyroid tis-

sue was reported. The strongest GWAS signal was found for rs6759952
and the GTEx Portal tool showed that the T risk allele is associated
with an increased expression of DIRC3 gene in testis (p-value=2.2×10-

7). The rs7617304-A risk allele was found to alter the mRNA levels of
six genes in different tissues (GFM1, LXN, MLF1, RP11-379F4.4,
RP11-379F4.7 and RP11-379F4.4) and in particular, it reduces the
expression of RP11-379F4.4 in thyroid tissues (p-value=9.3×10-11). On
7q21 the rs7800391-T allele affects the AC003088.1 in human trans-
formed fibroblasts with a (p-value=2.2×10-20). The C allele of the SNP
rs10781500 was associated with the increased expression of four differ-
ent genes in thyroid, GPSM1 (p-value=2.0×10-5), INPP5E (p-
value=5.3×10-28), PMPCA (p-value=4.1×10-8) and SDCCAG3 (p-
value=1.8×10-5) and similar results were also observed in other human
tissues. Instead, the rs1203952-G seems to have a thyroid-specific role
where it causes the down-regulation of the FOXA2 (p-value=1.6×10-18),
LINC00261 (p-value=3.6×10-11) and RP4-788L20.3 (p-value=5.0×10-17)
(Tab. 2, unpublished data).

4.  CONCLUSIONS AND FUTURE PERSPECTIVES

In conclusion, through a GWAS followed by validation studies
novel common genetic variants influencing DTC genetic predisposition
were identified. Following this study, two further GWASs on the
European populations were published and SNPs on 1q42.2, 3q26.2,
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Tab. 2 – eQTL analysis based on Genotype-Tissue Expression (GTEx) program data.
Significant results on thyroid tissues are highlighted in bold. Up=up-regulation,
Down=down-regulation.
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5p15.33, 6q14.1, 10q26.12, 10q24.33 and 15q22.33 emerged as novel
DTC risk factors [22, 23]. However, current evidence from available
GWASs explains only a small proportion of the disease heritability.
Several explanations for the missing heritability were proposed. These
included rare variants in novel pathways that are undetectable through
traditional GWAS study design, structural variants, such as CNVs, that
are poorly captured by existing technologies, insufficient power to
detect gene-gene interactions and environmental factors. Thus, further
studies on large sample sets and based on novel experimental
approaches, as array-based fine-mapping, next generation sequencing
and gene- environment association studies, are warranted to identify
the predisposing factors that could explain a greater percentage of
DTC heritability.
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COMPUTER QUANTISTICI: STATUS E PROSPETTIVE

LORENZO MACCONE (*)

Nota presentata dal m.e. Mauro D’Ariano
(Adunanza del 24 novembere 2016.)

SUNTO. – Il quantum computer è un sistema che è in grado di processare informazione
quantistica. In questa presentazione spiegherò brevemente di cosa si tratta e quali sono
i principali risultati della ricerca attuale in questo ambito.

***
ABSTRACT. – A quantum computer is a system that is able to process quantum informa-
tion. In this presentation I’ll briefly explain what is it and what are the main results of
the current research in the field of quantum computation.

Strutturerò la mia presentazione come un dialogo tra una persona
curiosa che pone domande e il sottoscritto che tenta di rispondere nel
modo più chiaro possibile. Cercherò di comunicare i concetti di base
piuttosto che entrare nel dettaglio tecnico dei risultati che presenterò.

– Cos’è un computer quantistico?
È un computer che usa fenomeni quantistici quali l’entanglement e

la complementarità (che approfondirò di seguito) per svolgere calcoli.

– E cosa ci si guadagna?
Non si perde niente, nel senso che un computer quantistico può

svolgere le stesse operazioni che può svolgere un computer convenzio-
nale (che d’ora in poi chiamerò “computer classico”). Inoltre, si guada-

(*) Dipartimento di Fisica “A. Volta” & INFN Sezione di Pavia, Italia.
E-mail: maccone@unipv.it
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gna in velocità per alcune specifiche computazioni (ma non per tutte).
Quindi è sicuramente conveniente usare un computer quantistico,
soprattutto se si vogliono svolgere questi tipi di computazioni.

– Come funziona?
Iniziamo a vedere come funziona un computer classico. Esso è

un sistema che prende informazione, la elabora e restituisce un risul-
tato. L’informazione in ingresso viene tradotta (tramite appropriate
codifiche o alfabeti) in numeri ed è tipicamente codificata in bit.
Infatti, invece di usare numeri in base 10 (quelli che usano gli umani),
i computer usano numeri in base 2, cioè bit. Un bit può avere due soli
valori, zero oppure uno. Si usano i bit nei computer elettronici perchè
è semplice implementare un bit in elettronica: si suppone che si ha
“uno” quando passa corrente e “zero” quando non passa corrente.
Ad esempio il numero cinque si scrive come 101 in binario, che cor-
rispone a un segnale elettronico dove ho corrente inizialmente, poi la
corrente cessa, e alla fine la corrente passa nuovamente.
L’elaborazione dei bit in ingresso viene svolta da circuiti elettronici
che svolgono operazioni matematiche. Alla fine il computer restitui-
sce il risultato.

I computer moderni sono talmente potenti che questi processi
sono mascherati: invece di fornire numeri, possiamo fornire informa-
zione tramite una tastiera, una telecamera, un microfono, internet, etc.
Tutti questi segnali vengono tradotti in numeri e codificati in bit. Il
computer elabora (matematicamente) questi numeri e restituisce il
risultato che viene a sua volta tradotto come figure, filmati o lettere
sullo schermo, suoni dall’altoparlante, etc.

Un computer quantistico funziona allo stesso modo: prende infor-
mazione, la elabora, e restituisce un risultato. La differenza con il com-
puter classico è nel fatto che l’informazione è informazione quantistica,
che non è facilmente traducibile in termini di numeri. Invece di usare
bit, il computer quantistico usa quantum bit, chiamati “qubit”. Sono
sistemi quantistici a due livelli. L’elaborazione di informazione avviene
tramite circuiti quantistici che sono in grado di elaborare l’informazio-
ne quantistica. Il risultato finale è, solitamente, qualcosa che un umano
può utilizzare, e quindi è informazione classica, codificata in bit (ed,
eventualmente, tradotta in immagini, filmati, lettere, suoni, etc.)

Quindi la filosofia dietro al computer quantistico è sostanzial-
mente la stessa che c’è dietro ad un computer convenzionale. Solo che
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il computer classico elabora numeri, cioè bit, mentre il computer quan-
tistico elabora informazione quantistica, cioè qubit.

– Cos’è un qubit?
È la generalizzazione quantistica del bit. Il bit può assumere due

valori “zero” e “uno”. Un qubit è un sistema quantistico a due livelli, a
cui possiamo assegnare le etichette “zero” e “uno”. Ad esempio, lo spin
di un elettrone è un sistema quantistico a due livelli: lo spin può assumere
valore −1/2 e +1/2 (a seconda se è orientato antiparallelamente o paral-
lelamente al campo magnetico che si usa per definire la direzione di
quantizzazione). Possiamo chiamare “zero” un elettrone con spin −1/2 e
“uno” un elettrone con spin +1/2. Chiaramente, essendo questo un siste-
ma quantistico, non è limitato ai valori “zero” e “uno”, ma può accedere
a fenomeni quantistici come l’entanglement e la complementarità.

– Complementarità?! Di cosa si tratta?
Ogni sistema quantistico può avere delle proprietà (complemen-

tari) che non si possono conoscere contemporaneamente con precisio-
ne. Per “proprietà” intendo qualunque cosa si possa misurare. Ad
esempio, l’elettrone può avere spin con una proprietà di essere parallelo
(“uno”) o antiparallelo (“zero”) al campo magnetico. Però può anche
avere proprietà complementari.

Se “sovrappongo” più valori di una proprietà, ottengo un valore di
una proprietà complementare. Questo è il principio di sovrapposizione
della meccanica quantistica. Siccome non è intuitivamente chiaro a nes-
suno cosa vuol dire “sovrapporre” quantisticamente, preferisco parlare
di complementarità, che è un concetto che si può comprendere.

Un modo per comprendere la complementarità è con una metafo-
ra. L’arancione si ottiene mescolando (“sovrapponendo”) il giallo e il
rosso. Quindi un’arancia non è nè gialla nè rossa. Si può dire che un’a-
rancia sia contemporaneamente gialla e rossa. Quindi possiamo conclu-
dere che la proprietà di essere arancione (“arancionità”) è complemen-
tare alla prorietà di essere giallo o rosso.

Purtroppo questa metafora è incompleta, perchè questi sono tutti
valori di un’unica proprietà (il colore), mentre la complementarità quan-
tistica riguarda proprietà diverse: sovrapponendo valori di una proprietà
(ad esempio, sovrapponendo il giallo e il rosso) si dovrebbe ottenere il
valore (arancione) di una proprietà diversa (qui la metafora fallisce per-
chè arancione è ancora un colore), e complementare alla prima.
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La complementarità è alla base di una delle conseguenze più
famose della teoria quantistica, la relazione di indeterminazione di
Heisenberg. Questa dice che, meglio conosco una proprietà (ad esem-
pio la posizione), meno conosco una proprietà complementare (ad
esempio il momento). Matematicamente, questa relazione è espressa
con ∆x∆p ≥ ђ, dove ∆x e ∆p sono gli errori con cui determino la posi-
zione e il momento rispettivamente, e dove ђ è una costante fisica.
Questa disuguaglianza dice che non posso avere errori troppo piccoli
per entrambi posizione e momento, perchè il prodotto degli errori deve
essere maggiore di ђ.

La nostra mente “classica” fatica a comprendere le implicazioni
della complementarità e della indeterminazione: cosa vuole dire che la
posizione della mia auto non è ben definita?! Dov’è la mia auto?!
Sarebbe ben difficile guidare in autostrada se non potessi conoscere
contemporaneamente sia la posizione che la velocità della mia auto!
Nella vita di tutti i giorni non vediamo gli effetti dell’indeterminazione
perchè la costante ђ ha un valore molto piccolo rispetto alle precisioni
che possiamo raggiungere nella vita di tutti i giorni. La posizione della
mia auto inizierebbe ad essere indefinita per qualche centimetro se io
potessi determinare la sua velocità con una precisione di 32 cifre deci-
mali. Una tale mostruosa precisione è irraggiungibile con la tecnologia
odierna: le misure più precise che riusciamo a compiere attualmente
non riescono a determinare nemmeno 20 cifre decimali. Questo è il
motivo per cui riusciamo a guidare la nostra auto: possiamo conoscere
sia la sua velocità che la sua posizione perchè non conosciamo nessuna
delle due con precisione “quantistica”. Il fatto che ciascuna delle due è
determinata in modo “grossolano” (che è più che sufficiente per gli
scopi ordinari), ci permette di definire entrambe.

– Perchè la complementarità è utile in un computer quantistico?
Sembrerebbe più che altro una limitazione a quello che possiamo cono-
scere e definire!

Già, ma un quantum bit, un qubit, può accedere anche alle pro-
prietà complementari a “zero” e “uno”. Invece un bit di un computer
classico è limitato a questa proprietà. Cioè un bit può solo avere valori
{0, 1}. Invece un qubit può avere valori {0, 1}, ma anche {+, −}, {+i,
−i}, etc., che sono tutte proprietà complementari. Ad esempio, la pro-
prietà “+” si ottiene “sommando” (nel senso di sovrapposizione quan-
tistica) le proprietà “zero” e “uno”, e la proprietà “−” si ottiene “sot-
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traendo” (di nuovo nel senso di sovrapposizione quantistica) le stesse
proprietà.

Il fatto che queste siano proprietà complementari significa che
posso accedere ad una sola di queste proprietà per volta. Ma se riesco ad
essere sufficientemente furbo, posso usarle tutte nella mia computazione.

Un esempio di questo è l’algoritmo di Deutsch-Jozsa.
Supponiamo di avere una scatola che accetta un bit come input e mi
restituisce un valore a se il bit era zero o b se il bit era uno. Cioè la sca-
tola calcola la funzione f (0) = a e f (1) = b. Voglio scoprire se a è uguale
a b oppure se sono diversi, usando la scatola una volta sola. (La scatola
rappresenta una subroutine di una computazione.) Chiaramente questo
è impossibile con una strategia classica: devo prima calcolare a e poi cal-
colare b per poterli confrontare, quindi devo usare la scatola due volte.
Invece, con una strategia quantistica (che non descriverò qui), è possi-
bile verificare se a = b usando la scatola un’unica volta! Il trucco prin-
cipale consiste nell’inserire nella scatola un qubit “+”, che è comple-
mentare a “zero” o “uno”. In un certo senso sto inserendo nella scatola
“zero” e “uno” contemporaneamente e quindi riesco a scoprire se a =
b con un uso solo della scatola.

[Ho presentato una versione semplificata dell’algoritmo di
Deutsch-Jozsa. La versione più generale è in grado di determinare se
una funzione di n bit è costante oppure bilanciata, con una diminuzione
esponenziale in n di calcoli della funzione rispetto a qualunque algorit-
mo classico deterministico. Se invece uno fa il confronto con gli algorit-
mi classici probabilistici, allora la diminuzione è solo di un fattore due
come l’esempio semplificato che ho indicato sopra.]

– Questo esempio è interessante, ma poco utile in pratica. Ci sono
esempi un po’ più utili?

In realtà è molto difficile trovare algoritmi quantistici che hanno
vantaggi rispetto ai corrispondenti algoritmi classici. Ma sono noti alcu-
ni esempi importanti. I due più famosi sono i seguenti:

1. Fattorizzazione. Dato un numero c, voglio trovare i fattori a e b
tali che a × b = c. Ad esempio, se c = 15, devo trovare a = 5 e b = 3. Per
numeri piccoli come 15, questo è semplice. Per numeri grandi (cioè
numeri con centinaia di cifre) questo è estremamente complicato. È
complicato a tal punto che tutti i principali protocolli crittografici in
uso oggi su internet si basano sull’assunzione che fattorizzare numeri
grandi sia talmente complicato che non sia possibile risolvere questo
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problema in un tempo ragionevole. Questi protocolli sono quelli che
usate ogni volta che fate un acquisto con la carta di credito oppure
accedete al sito web della vostra banca: usate protocolli crittografici
perchè non volete che nessuno possa scoprire il vostro numero di carta
o possa accedere al vostro conto online.

L’assunzione che fattorizzare numeri grandi sia troppo complica-
to per un computer è falsa se usate un quantum computer! Questa fu
la scoperta, ad opera di Peter Shor, che lanciò la quantum computation.
Peter Shor trovò un algoritmo quantistico che può fattorizzare numeri
di n cifre con un’efficienza esponenziale in n, cioè in modo molto più
semplice che gli algoritmi classici.

In previsione dello sviluppo di quantum computers che siano in
grado di eseguire l’algoritmo di Shor per numeri molto grandi, sono
stati sviluppati nuovi protocolli crittografici “post-quantum” che sono
robusti anche se attaccati da un quantum computer. Per ora stiamo
ancora usando i vecchi protocolli perchè non esistono ancora quantum
computer sufficientemente potenti da eseguire l’algoritmo di Shor per
numeri sufficientemente grandi da creare un rischio di sicurezza per gli
attuali protocolli crittografici.

2. Grover search: ricerca in un database non strutturato.
Supponiamo di voler scoprire a chi è intestato un numero di telefono
cercando il nome sull’elenco telefonico. Siccome l’elenco telefonico è
ordinato per ordine alfabetico, dovrò cercare il numero in ogni pagina
finchè non trovo il nome associato. (Al contrario di cercare il numero
associato ad un nome che è molto semplice.) L’algoritmo di Grover per-
mette ad un quantum computer di effettuare questa ricerca in modo
più efficiente di un algoritmo classico.

Questo algoritmo ha anche un interesse concettuale, perchè ci
dice che un computer quantistico è in grado di velocizzare tutti gli algo-
ritmi NP, che sono gli algoritmi dove è difficile trovare una soluzione ad
un problema, ma è facile verificare se ho una soluzione. L’algoritmo di
Grover ci dice che un algoritmo quantistico può velocizzare gli algorit-
mi NP che non hanno struttura (come l’esempio dell’elenco telefonico)
e dove devo ridurmi a testare tutte le possibili soluzioni una per una.

– Allora i quantum computer sono utili! Ma esistono?
Non ancora! O meglio, abbiamo quantum computer molto rudi-

mentali che sono in grado di fare semplici operazioni su poche decine
di qubit al massimo. Siamo ancora ad uno stadio della ricerca dove non
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è neanche chiaro quale sia la tecnologia più promettente per implemen-
tare un quantum computer. Si stanno esplorando diverse possibili
implementazioni: ad esempio, sistemi a stato solido (simili a quelli usati
nei computer elettronici classici), ma anche molte altre possibilità, quali
la risonanza magnetica nucleare, le trappole magneto ottiche, l’ottica
quantistica, etc.

Se avete 10 milioni di dollari da buttare, potete acquistare un
“quantum computer” dalla D-Wave, una ditta canadese che mette in
commercio un computer basato sulla tecnologia del quantum simula-
ted annealing. È stato acquistato da NASA, Google, Lockeed (che
sono organizzazioni che effettivamente hanno 10 milioni di dollari da
buttare). Purtroppo ad oggi non ha ancora dimostrato di essere un
“vero” quantum computer. Cioè non ha dimostrato di saper risolvere
dei problemi in modo più efficiente degli analoghi algoritmi classici.
Ha solo saputo dimostrare di fare simulated annealing più velocemen-
te del simulated annealing classico, ma questo non vuole necessaria-
mente dire che può risolvere problemi in modo più veloce di altri algo-
ritmi classici. Attualmente c’è un forte dibattito molto divertente tra i
costruttori della D-Wave e i principali scienziati che lavorano in quan-
tum computation.

– In Europa?
L’Europa ha riconosciuto che la tecnologia quantistica, di cui il

quantum computer è un aspetto, sarà fondamentale per lo sviluppo tec-
nologico del futuro. Infatti, sta partendo un’iniziativa di finanziamento
molto rilevante nei confronti della tecnologia quantistica, la “quantum
technologies flagship” che finanzierà un miliardo di euro nei prossimi
anni per sviluppare queste tecnologie, incluso il quantum computer.

In Italia ci sono molti gruppi di ricerca che si occupano di questi
temi. Oltre al nostro gruppo di Pavia, anche qui a Milano ci sono dei
gruppi importanti (ad esempio il gruppo di Matteo Paris all’università
statale) e molti altri in tutto il resto d’Italia.

– Quando avremo un quantum computer, allora?
Non lo so. È molto difficile prevedere gli sviluppi tecnologici

senza rendersi completamente ridicoli. Negli anni 40 il direttore
dell’IBM aveva previsto “I think there is a world market for maybe five
computers.” Se uno conta solo gli i-phone, ne sono stati prodotti, ad
oggi, più di un miliardo.
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– Tu di cosa ti sei occupato in questo ambito?
La mia ricerca non è direttamente collegata alla quantum compu-

tation, ma nel corso degli anni mi sono occupato anche di questo. In
particolare menziono tre risultati a cui ho contribuito:

1. Quantum random access memory: la memoria quantistica ad
accesso casuale. La RAM è parte integrante dell’architettura dei com-
puter elettronici. Consiste in una serie di celle di memoria a cui si può
accedere in modo indipendente e in maniera casuale. Io e i miei colla-
boratori avevamo sviluppato e brevettato una architettura per la versio-
ne quantistica della RAM.

2. Quantum private queries. È un protocollo crittografico per
interrogare un database (ad esempio Google) senza che il proprietario
del database possa scoprire quale domanda è stata posta. È anche usci-
to un articolo su ‘Le Scienze’ su questo protocollo, che abbiamo prova-
to a vendere a Google. Non si sono dimostrati interessati all’acquisto
perchè loro vogliono sapere cosa noi chiediamo a Google: il loro busi-
ness model lo richiede.

3. Blind quantum computation. È un altro algoritmo crittografico
che permette ad Alice di eseguire una computazione sul quantum com-
puter di Bob senza che lui possa sapere che tipo di computazione lei sta
eseguendo, nè il risultato ottenuto. Questo sarebbe impossibile usando
un computer convenzionale.

– Perchè un fisico dovrebbe interessarsi al quantum computer? Sembra
più una sfida tecnologica che concettuale.

No! Analizzare la fisica dal punto di vista dell’elaborazione del-
l’informazione quantistica si è rivelata essere una rivoluzione concettua-
le di grossa portata nella fisica moderna. Ad esempio, il prof. D’Ariano
nel nostro gruppo di Pavia sta portando avanti un programma molto
interessante di riformalizzazione di tutta la fisica a partire da principi
fisici operativi e informazionali. Inoltre, le ultime idee sulla gravità
quantistica esplorano quali tipi di operazioni quantistiche si possono
effettuare con un buco nero in termini di elaborazione di informazione.

Quindi, ragionare in termini di elaborazione di informazione
porta a nuovi risultati perfino nella fisica fondamentale, quanto di più
lontano ci sia dalle applicazioni tecnologiche!

– Interessante, mi puoi sintetizzare cosa hai detto?
Ho parlato del quantum computer. Ho illustrato come esso sia
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una generalizzazione dei computer convenzionali, dove i bit vengono
sostituiti da qubit. Ho fatto vedere che in questo modo si ottiene un
guadagno grazie agli effetti quantistici, quali la complementarità, di cui
ho presentato una metafora e di cui ho illustrato la connessione con l’in-
determinazione di Heisenberg. Ad esempio la complementarità è
importante nell’algoritmo di Deutsch-Jozsa che sfrutta il fatto che
posso calcolare una funzione con un input che è “contemporaneamen-
te” sia “zero” che “uno”. Infine ho concluso con un brevissimo excur-
sus sullo stato attuale della ricerca in questo campo. Il messaggio che
vorrei che il lettore conservasse di questa presentazione è che la tecno-
logia quantistica non è solo il futuro della tecnologia, ma riguarda
anche una rivoluzione concettuale: un modo diverso di analizzare la
natura, analizzando i sistemi fisici in base alla loro capacità di elaborare
informazione.
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STUDY ON THE GENETIC PREDISPOSITION
TO BREAST CANCER AND THE DNA DAMAGE
RESPONSE AT TELOMERES AND IN CELLULAR

SENESCENCE

FRANCESCA ROSSIELLO (*), et al.#

Nota presentata dal s.c. Andrea Mattevi
(Adunanza del 24 novembre 2016)

SUNTO. – Le mutazioni germinali nella sequenza codificante di alcuni geni, in partico-
lare BRCA1 e BRCA2, conferiscono un elevato rischio di insorgenza del tumore alla
mammella. Tuttavia circa il 70% dei casi non sono associabili a nessuna mutazione
conosciuta. Mediante uno screening per sequenziamento a partire da sangue periferico
di pazienti e controlli sani, abbiamo identificato alcune mutazioni germinali non
descritte in precedenza nella regione non codificante 3’ UTR del gene BRCA1. Queste
mutazioni possono causare un’alterazione dell’espressione genica, e possono quindi
essere utili per predire, con una maggiore accuratezza, la predisposizione al tumore
familiare alla mammella. Successivamente, per comprendere i meccanismi di invecchia-
mento cellulare in cellule non proliferanti abbiamo studiato il segnale di DNA damage
response (DDR) persistente nelle cellule senescenti, sia in colture cellulari che in tessuti
animali, e abbiamo scoperto che questi segnali localizzano principalmente ai telomeri,
indipendentemente dalla loro lunghezza. L’accumulo di danno al DNA telomerico,
dovuto all’inibizione dei meccanismi di riparo, se da una parte causa l’invecchiamento
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cellulare e dell’individuo, è un importante meccanismo anti tumorale, in quanto previe-
ne l’iperproliferazione delle cellule nelle fasi iniziali di trasformazione neoplastica.

***
ABSTRACT. – Germ line mutations in the coding sequence of some genes, mainly BRCA1
and BRCA2, confer a high risk of developing breast cancer. However, about 70% of
tumors cases are not associated with any known mutation. By screening by sequencing
peripheral blood of patients and healthy controls, we identified some previously
unknown germline mutations in the 3 'UTR non-coding region of the BRCA1 gene.
These mutations can modify gene expression, and can therefore be useful to predict,
with greater accuracy, familiar breast cancer predisposition. Subsequently, to under-
stand the mechanisms of aging in non-proliferating cells we studied the persistent DNA
damage response (DDR) signal in senescent cells, both in cell cultures and in animal tis-
sues, and we found that these signals mainly localize to telomeres, independently from
their length. The accumulation of damage at the telomeric DNA, due to the inhibition
of the repair mechanisms, causes cellular and individual aging, but it is also an impor-
tant anti-tumor mechanism, as it prevents the uncontrolled cell growth during the early
stages of neoplastic transformation.

During my master thesis internship, I participated to a project
focused on understanding better the genetic predisposition to familiar
breast cancer [Ch. 1].

Germline mutations with higher penetration, which confer a high
risk of developing breast cancer, are located in the BRCA1 and BRCA2
coding region. Other mutations in other genes that determine a moder-
ate risk of cancer are also known. However, about 70% of breast can-
cers are not associated with any known mutations. 

We performed a screening by sequencing to identify germline
mutations in the non-coding region 3’ UTR of the BRCA1 gene, starting
from peripheral blood of female breast cancer patients who had no muta-
tions in the coding region of BRCA1 and 2 genes. Healthy donors were
used for the control group. As a result of this screening, we have identi-
fied new variants not previously described, which were detected only in
patients. Mutations in the 3’ UTR regions can cause gene expression
alteration by forming new miRNA interaction sites. By in silico studies,
we have shown that some of these variants produce new sites for some
miRNAs. BRCA1 acts as an oncosuppressor, so a reduction in its expres-
sion can cause a greater cancer incidence. To experimentally validate the
hypothesis that these novel identified variants could determine an altered
expression of the BRCA1 gene, we performed luciferase expression
experiments, in which luciferase gene was cloned upstream of the 3’ UTR
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region, containing the mutation under investigation. We have therefore
verified that some of these variants modify the expression of luciferase, if
co-expressed with the related miRNA. 

These results indicate that a more in-depth study of BRCA1 gene
mutations in the 3’UTR region may be useful in predicting with greater
accuracy the predisposition to familial breast cancer.

During my PhD internship, I moved to the field of DNA damage
and telomeres [Ch. 2]. 

Replicative senescence, caused by progressive telomere shortening,
has been deeply studied in the past fifty years. However it was not yet clear
which molecular events regulated the aging of non-proliferating cells. 

Cells have several DNA repair mechanisms that ensure the main-
tenance of the integrity of genetic information. In this study, we found
that when telomeric DNA is damaged, it cannot be fixed because the
telomeric protein TRF2 inhibits cellular repair mechanisms. This phe-
nomenon causes a persistent DNA damage response (DDR) signal,
which activates the senescence program, regardless of the length of the
telomeres. To confirm these in vitro results, we observed an accumula-
tion of DDR markers in aged baboons, in tissues made of non-prolifer-
ating cells, such as liver and hippocampus. This discovery has an impor-
tant implication in the oncology field. In fact, a study in collaboration
with some members of our group (Suram et al., Embo Journal, 2012)
showed that hyper-proliferation associated with the expression of an
oncogene in the early stages of tumorigenesis causes replicative stress,
leading to accumulation of telomeric damage, persistent DDR and acti-
vation and cellular senescence. Only when tumor cells accumulate fur-
ther mutations, which cause the DDR to be deactivated at telomeres,
tumor progression may take place. 

These data suggest that the inhibition of repair mechanism at
telomeres, despite causing cellular and organismal aging, is an essential
anti-tumor mechanism.

Finally I was involved in another project, aimed to investigate
more deeply the mechanisms regulating cellular senescence [Ch. 3].

Cellular senescence is a permanent cell cycle arrest characterized
by persistent DDR activation. However, some reports suggested that
DDR activation is a feature only of early cellular senescence that is then
lost with time. This challenged the hypothesis of a causal relationship
between DDR activation and cellular senescence.

We examined whether the DDR of telomeres in the senescent
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cells was really persistent or whether it was activated at first and then
turned off.

To better understand the differences in the experimental condi-
tions that led to opposite conclusions, we analysed replicative senescence
and ionizing radiation-induced senescence in different cell lines. We
observed how the loss of DDR markers, which leaded to a temporary
activation of DDR, correlated with the inability of the cell line to survive
in culture for weeks or months. The death of the most damaged cells
therefore caused a bias in the interpretation of the results. By analysing
instead a cell line that was very resistant to the stress caused by in vitro
culture, we have observed how DDR markers are constantly activated for
weeks or months – the entire duration of the experiments. In support of
these observations, human skin fibroblasts from ultra-centenarians
donors, and cultured up to three years in vitro, still showed the activation
of the DDR markers, indicating that also in vivo activated senescence is
constantly supported by persistent DDR.

We concluded that different types of senescence (replicative, ion-
izing radiation-induced and in vivo activated) are associated with a con-
stant DDR activation that acts as a trigger for the maintenance of cellu-
lar senescence program.

1.  IDENTIFICATION OF FIFTEEN NOVEL GERMLINE VARIANTS IN THE
BRCA1 3’UTR REVEALS A VARIANT IN A BREAST CANCER CASE
THAT INTRODUCES A FUNCTIONAL MIR-103 TARGET SITE1

Introduction

Germline mutations with higher penetration, which confer a high
risk of developing breast cancer, are located in the BRCA1 and BRCA2
coding region. Other mutations in other genes that determine a moder-
ate risk of cancer are also known. However, about 70% of breast can-
cers are not associated with any known mutations. 
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Results

We performed a screening by sequencing to identify germline
mutations in the non-coding region 3’ UTR of the BRCA1 gene, starting
from peripheral blood of female breast cancer patients who had no muta-
tions in the coding region of BRCA1 and 2 genes. Healthy donors were
used for the control group. As a result of this screening, we have identi-
fied new variants not previously described, which were detected only in
patients. Mutations in the 3’ UTR regions can cause gene expression
alteration by forming new miRNA interaction sites. By in silico studies,
we have shown that some of these variants produce new sites for some
miRNAs. BRCA1 acts as an oncosuppressor, so a reduction in its expres-
sion can cause a greater cancer incidence. To experimentally validate the
hypothesis that these novel identified variants could determine an altered
expression of the BRCA1 gene, we performed luciferase expression
experiments, in which luciferase gene was cloned upstream of the 3’ UTR
region, containing the mutation under investigation. We have therefore
verified that some of these variants modify the expression of luciferase, if
co-expressed with the related miRNA. 

Conclusions

These results indicate that a more in-depth study of BRCA1 gene
mutations in the 3’UTR region may be useful in predicting with greater
accuracy the predisposition to familial breast cancer.

2.  TELOMERIC DNA DAMAGE IS IRREPARABLE AND CAUSES
    PERSISTENT DNA-DAMAGE-RESPONSE ACTIVATION2

Introduction

Replicative senescence, caused by progressive telomere shorten-
ing, has been deeply studied in the past fifty years. However it was not
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yet clear which molecular events regulated the aging of non-proliferat-
ing cells.

Results

Cells have several DNA repair mechanisms that ensure the mainte-
nance of the integrity of genetic information. In this study, we found that
when telomeric DNA is damaged, it cannot be fixed because the telom-
eric protein TRF2 inhibits cellular repair mechanisms. This phenomenon
causes a persistent DNA damage response (DDR) signal, which activates
the senescence program, regardless of the length of the telomeres. To con-
firm these in vitro results, we observed an accumulation of DDR markers
in aged baboons, in tissues made of non-proliferating cells, such as liver
and hippocampus. This discovery has an important implication in the
oncology field. In fact, a study in collaboration with some members of our
group (Suram et al., Embo Journal, 2012) showed that hyper-proliferation
associated with the expression of an oncogene in the early stages of
tumorigenesis causes replicative stress, leading to accumulation of telom-
eric damage, persistent DDR and activation and cellular senescence. Only
when tumor cells accumulate further mutations, which cause the DDR to
be deactivated at telomeres, tumor progression may take place.

Conclusions

These data suggest that the inhibition of repair mechanism at
telomeres, despite causing cellular and organismal aging, is an essential
anti-tumor mechanism.

3.  STABLE CELLULAR SENESCENCE IS ASSOCIATED WITH PERSISTENT
    DDR ACTIVATION3

Introduction

Cellular senescence is a permanent cell cycle arrest characterized
by persistent DDR activation. However, some reports suggested that
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DDR activation is a feature only of early cellular senescence that is then
lost with time. This challenged the hypothesis of a causal relationship
between DDR activation and cellular senescence.

Results

We examined whether the DDR of telomeres in the senescent
cells was really persistent or whether it was activated at first and then
turned off.

To better understand the differences in the experimental condi-
tions that led to opposite conclusions, we analysed replicative senes-
cence and ionizing radiation-induced senescence in different cell lines.
We observed how the loss of DDR markers, which leaded to a tempo-
rary activation of DDR, correlated with the inability of the cell line to
survive in culture for weeks or months. The death of the most damaged
cells therefore caused a bias in the interpretation of the results. By
analysing instead a cell line that was very resistant to the stress caused
by in vitro culture, we have observed how DDR markers are constantly
activated for weeks or months – the entire duration of the experiments.
In support of these observations, human skin fibroblasts from ultra-
centenarians donors, and cultured up to three years in vitro, still
showed the activation of the DDR markers, indicating that also in vivo
activated senescence is constantly supported by persistent DDR.

Conclusions

We concluded that different types of senescence (replicative, ion-
izing radiation-induced and in vivo activated) are associated with a con-
stant DDR activation that acts as a trigger for the maintenance of cellu-
lar senescence program.
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SIMMETRIA PARITÀ-TEMPO IN OTTICA:
VERSO UNA NUOVA INGEGNERIA DELLA LUCE

STEFANO LONGHI (*)

Nota presentata dal m.e. Orazio Svelto
(Adunanza del 22 dicembre 2016)

SUNTO. – L’introduzione in ottica dei concetti di simmetria parità-tempo, ben noti nelle
teorie di meccanica quantistica e di teoria quantistica dei campi, sta rivoluzionando la
nostra capacità di ideare e realizzare materiali ottici sintetici e dispositivi fotonici per il
controllo della luce su micro- e nano-scala, con nuove funzionalità inimmaginabili con
materiali ordinari e con importanti applicazioni nell’ ambito delle tecnologie laser, della
fotonica integrata e della sensoristica. In questa Nota verranno illustrati in maniera
semplificata i principi teorici dell’ottica in materiali con simmetria parità-tempo e pre-
sentate le principali applicazioni alle tecnologie fotoniche.

***
ABSTRACT. – The introduction of the concept of parity-time symmetry in optics, inspired
by recent theoretical developments in quantum mechanics and quantum-field theories,
is revolutionizing our ability to design and manufacturing synthetic optical materials
and photonic devices for molding the flow of light at the micro- and nano-scale, with
novel functionalities impossible with ordinary materials and with important applica-
tions in the fields of laser technologies, integrated photonics and sensor technology. In
this note I will illustrate the basic theoretical grounds of optical materials with parity-
time symmetry and I will present the main recent applications to photonic technologies.

1. INTRODUZIONE E MOTIVAZIONI

Il concetto di simmetria è fondamentale in molti ambiti della
scienza, ed ha attratto grande interesse fin dall’antichità da parte di
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diversi pensatori, filosofi, artisti e scienziati [1]. Nella fisica moderna, i
concetti di simmetria e di rottura spontanea di simmetria giocano un
ruolo fondamentale e sono basilari per una comprensione moderna
delle leggi fisiche. Basti pensare che le più grandi scoperte della fisica
teorica del secolo XX, a partire dalla teoria della relatività ristretta fino
alle teorie della superfluidità e della superconduttività nella fisica della
materia ed alla teoria unificata delle interazioni elementari [2], possono
essere interpretate in un certo senso come scoperte di invarianze, di
simmetrie, e di rotture spontanee di simmetrie.

Alcune importanti simmetrie in Fisica sono legate a combinazio-
ni di operatori quali la parità P, che possiamo identificare in maniera
semplice con la simmetria spaziale di inversione, la coniugazione di
carica C, che scambia ogni particella con la sua antiparticella (che ha
carica opposta), e la trasformazione di inversione temporale T, che
inverte la direzione del tempo (sostanzialmente come un film visto
all’indietro). Attualmente si ritiene che le leggi fisiche debbano essere
invarianti per simmetria TCP, e cioè che per ottenere invarianza delle
leggi fisiche occorre scambiare, nelle immagini speculari degli eventi
fisici, le particelle con le loro antiparticelle e guardare gli eventi nel
loro fluire all’indietro.

Le simmetrie di parità P e di tempo T giocano un ruolo essenziale
anche nell’ambito della meccanica quantistica non relativistica, dove la
simmetria di coniugazione di carica non interviene. La teoria della mec-
canica quantistica ha ormai un secolo di vita e, in forza delle numero-
sissime verifiche sperimentali di tale teoria e della sua capacità di descri-
vere le proprietà della materia così come la osserviamo su scala micro-
scopica (atomica), è comunemente accettata dalla scienza moderna.
Uno degli assiomi centrali della meccanica quantistica è quello secondo
cui ogni sistema fisico è descritto da un operatore autoaggiunto (o
Hermitiano) H, il cosiddetto operatore Hamiltoniano del sistema, che
ne compendia le sue proprietà intime e che consente di prevederne la
sua evoluzione nel tempo. La proprietà menzionata, che in matematica
implica l’uguaglianza dell’operatore Hamiltoniano con il suo aggiunto ,
resta da un punto di vista fisico piuttosto oscura, ma è considerata
necessaria ed ineludibile per garantire alcuni elementari vincoli che il
sistema deve soddisfare, come ad esempio il fatto che la particella non
scompaia (conservazione della norma) e che le sue possibili energie
siano quantità misurabili e quindi a valori reali.

Recentemente l’assioma che un sistema quantistico possa essere
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descritto da un operatore non Hermitiano è stata dibattuta in ambito
teorico da alcuni autori, soprattutto in alcuni lavori di Carl Bender [3-
5]. In tali lavori, la condizione di Hermiticità viene sostituita dalla con-
dizione (più debole) di simmetria parità-tempo (PT) per l’operatore
Hamiltoniano, e cioè che il commutatore si annulli. Poichè l’operatore
di inversione temporale T non è un operatore lineare, la proprietà non
implica necessariamente che gli operatori Hamiltoniano e PT abbiano
in comune uno stesso set di autofunzioni e autovalori. Si dice cha la
simmetria PT non è rotta se le energie sono reali esattamente come per
un operatore Hermitiano; solo quando c’è rottura della simmetria
parità-tempo le energie diventano ’complesse’. La teoria avanzata da
Bender è stata a lungo dibattuta e resta controversa, soprattutto perché
in molti casi essa rappresenta una formulazione diversa ma equivalente
alla formulazione ortodossa della meccanica quantistica mentre in altri
casi pone difficoltà concettuali inerenti la violazione del principio ’no-
signaling’ di relatività (si veda, per esempio, [6]). Difatti, assumendo la
simmetria PT (anziché l’Hermiticità dell’operatore Hamiltoniano)
come fondamentale in una teoria quantistica, ci sarebbero radicali e
nuove conseguenze, come la possibilità per un sistema quantistico di
evolvere più rapidamente di quello previsto normalmente. In particola-
re, si potrebbe immaginare un esperimento in cui l’informazione viaggi
più veloce della luce [6], il che è considerato impossibile dalla comunità
scientifica in virtù delle limitazioni imposte dalla teoria della relatività
ristretta di Einstein.

Come spesso accade in Fisica, fenomeni e sistemi molto diversi
fra loro possono essere descritti da relazioni ed equazioni simili, e
quindi possono mostrare dinamiche e fenomenologie simili. Analogie
fra la meccanica quantistica (ondulatoria) e l’ottica sono ben note fin
dai primordi delle teorie quantistiche della materia. Ad esempio, il
principio di Fermat dell’ottica classica ed il principio della minima
azione della meccanica classica esprimono sostanzialmente il medesi-
mo principio per raggi luminosi e particelle classiche, e tale analogia fu
usata per formulare una equazione ondulatoria per particelle, che ha
dato origine alla cosiddetta meccanica ondulatoria (la forma primor-
diale della meccanica quantistica non relativistica). Un compendio
recente di analogie fra ottica e meccanica quantistica, con applicazioni
all’ottica ed alla fotonica integrata, può trovarsi nel lavoro [7]. La mec-
canica quantistica PT simmetrica trova una corrispondenza semplice
ed elegante in ottica quando si considera la propagazione della luce in
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strutture dielettriche in cui l’indice di rifrazione del mezzo è immagi-
nario, e più precisamente in cui si ha amplificazione e dissipazione di
luce in maniera spazialmente bilanciata. Mentre teorie PT simmetriche
in meccanica quantistica e teoria dei campi hanno mostrato serie criti-
cità [6] e sembrano destinate a non avere sviluppi di particolare inte-
resse [8], l’introduzione in ottica dei medesimi concetti di simmetria
parità-tempo sta rivoluzionando, in soli pochi anni, la nostra capacità
di ideare e realizzare materiali ottici sintetici e dispositivi fotonici.
Materiali ottici con distribuzioni bilanciate di guadagno e perdite pos-
sono essere progettati in modo da controllare la propagazione della
luce sulla microscala in maniera nuova rispetto ai metodi convenziona-
li, quali le guide e le fibre ottiche ordinarie, e sono di interesse in appli-
cazioni alle tecnologie laser, alla fotonica integrata, alla sensoristica,
alle tecniche di imaging. Nuovi sviluppi ed applicazioni dei concetti di
simmetria parità-tempo all’ottica ed alle tecnologie laser si possono
trovare in alcuni recenti lavori di letteratura, cui si rimanda il lettore
per approfondimenti più specialistici [9-17]. In questa Nota verranno
discusse brevemente ed in maniera semplificata alcune importanti
applicazioni dei concetti di simmetria parità-tempo in ottica: la possi-
bilità di realizzare un laser-antilaser, cioè un dispositivo capace simul-
taneamente di emettere luce coerente (come in un convenzionale oscil-
latore laser) e di assorbire completamente radiazione coerente inciden-
te su di esso; la possibilità di costruire un metamateriale che mostra
una invisibilità unidirezionale, che risulta cioè invisibile (come se esso
non ci fosse) se osservato in una direzione dello spazio, ma non nella
direzione opposta; infine la possibilità di generare luce laser struttura-
ta, che trasporta momento angolare orbitale (‘optical vortices’), in
micro-laser ad anelli che operano ad un punto eccezionale 

2. SIMMETRIA PARITÀ-TEMPO IN OTTICA

L’idea di applicare a strutture ottiche dielettriche proprietà di
simmetria partà-tempo è piuttosto recente e risale ad alcuni lavori di
pochi anni fa [18-21]. In ottica, una struttura con simmetria parità-
tempo è sostanzialmente costituita da un materiale dielettrico in cui
l’indice di rifrazione n è complesso. Per ottenere un sistema ottico con
simmetria PT, bisogna guardare all’indice di rifrazione da un punto di
vista più generale e matematicamente più sottile di quanto non avvenga
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solitamente. Nel caso più generale, l’indice di rifrazione è infatti espres-
so da una quantità complessa, la cui parte reale è correlata al rallenta-
mento della luce nel materiale e all’angolo con cui essa viene piegata,
mentre la parte immaginaria determina l’amplificazione (guadagno) o
l’assorbimento (perdita) di luce all’interno di un materiale. Un mezzo
dielettrico con simmetria PT ha sostanzialmente un profilo di indice di
rifrazione reale che è una funzione pari per inversione, mentre la parte
immaginaria dell’indice è una funzione dispari per inversione. In altri
termini, il dielettrico può assorbire ed amplificare radiazione ottica in
regioni diverse dello spazio ma in maniera bilanciata. In termini mate-
matici, possiamo scrivere

                                                                                     (1)
dove r è l’insieme delle coordinate spaziali. La propagazione della luce
in tali strutture è descrivile mediante un operatore Hamiltoniano H con
simmetria PT , così come avviene nel problema quantistico. Ad esem-
pio, nel caso più semplice in cui il mezzo dielettrico ha una indice di
rifrazione n(r) invariate in un a direzione dello spazio z e che si discosta
poco da un valore di riferimento (di substrato o bulk) ns, la propagazio-
ne dell’onda luminosa nella direzione z è descritta da una equazione
parassiale simile all’equazione di Schoedinger per una particella quan-
tistica non relativistica [7]

                                                                                          
(2)

dove ħ=λ/(2π) è lunghezza d’onda normalizzata della luce, e l’operatore
Hamiltoniano H è legato alla distribuzione dell’indice di rifrazione
complesso del mezzo secondo la relazione

                                                      
(3)

Una distribuzione di indice di rifrazione che soddisfa la relazio-
ne (1) rende l’operatore H PT simmetrico. Quando la simmetria PT
non è rotta, la luce si propaga nella struttura dielettrica senza che via
sia, globalmente, assorbimento o amplificazione del segnale luminoso,
sebbene fotoni vengano localmente creati e distrutti nel dielettrico.
Quando la simmetria PT è rotta, vi è invece una amplificazione del
segnale luminoso nella struttura, una situazione che generalmente
viene detta instabilità ottica e che è alla base di fenomeni importanti
quali l’emissione di luce laser per emissione stimolata dal rumore
quantistico o di radiazione coerente in oscillatori ottici parametrici.

SIMMETRIA PARITÀ-TEMPO IN OTTICA: VERSO UNA NUOVA INGEGNERIA... 225

15_Rendiconti_SCIENZE_longhi.qxp_03 cerutti  20/03/20  14:20  Pagina 225



La rottura di simmetria PT è accompagnata dalla comparsa dei cosid-
detti punti eccezionali o singolarità spettrali [22-25], che sono delle
criticità matematiche dell’operatore H nelle quali esso perde alcune
proprietà importanti (come la completezza del suo spettro). Sono
proprio tali criticità che modificano in maniera unica le proprietà di
trasporto della luce e che rendono possibili alcuni fenomeni quali l’in-
visibilità unidirezionale di un mezzo materiale o la possibilità di rea-
lizzare un laser-antilaser, come discuterò nel seguito. Un’importante
applicazione dei punti eccezionali nella tecnologia laser è quella, ad
esempio, di selezionare in strutture integrate micrometriche l’oscilla-
zione monomodale [15, 16]. Due possibili schemi di strutture con
simmetria parità-tempo per la selezione modale è mostrata nella Fig.
1 [15, 16]. La prima consiste in una coppia di microanelli accoppiati
per tunneling evanescente di luce, uno con guadagno e l’alto con per-
dite in modo da rispettare la condizione (1), mentre nella seconda
struttura vi è un solo microanello con super-imposta una modulazione
periodica delle perdite lungo l’anello. Nel primo caso, l’accoppiamen-
to tra gli anelli con guadagno/perdite bilanciati induce un innalza-
mento del contrasto di estinzione dei modi longitudinali adiacenti
dell’anello, rispetto al modo centrale che cade al centro della riga di
guadagno del mezzo attivo, determinando così l’oscillazione su una
singola risonanza longitudinale della cavità anche quando il laser
emette molto al di sopra della sua soglia di oscillazione. Nel secondo
caso la modulazione di perdite lungo l’arco dell’anello favorisce l’o-
scillazione di un singolo modo alla lunghezza d’onda che si sincroniz-
za con il periodo della modulazione.

Fig. 1 – Schema di due strutture con simmetria parità-tempo in ottica integrata
per la realizzazione di micro laser operanti in singolo modo.

(a) Microanelli accoppiati in modo evanescente, uno con perdite e l’altro con guadagno.
(b) Singolo micronaello con modulazione periodica delle perdite ottenuta mediante

layer metallici di Cr/Ge in semiconduttori InP/InGaAsP.
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3.  LASER ANTILASER CON SIMMETRIA PARITÀ-TEMPO

Una delle conseguenze più interessanti della simmetria PT applica-
ta all’ottica è la possibilità di realizzare un dispositivo ottico attivo capace
di emettere, come in un normale oscillatore laser, radiazione coerente che
fuoriesce dal dispositivo ma in grado, simultaneamente, di assorbire in
maniera perfetta una radiazione coerente che indice su di esso [10].
L’esistenza di un tale dispositivo sembrerebbe violare il senso comune
secondo cui un mezzo materiale che amplifica luce e che quindi emette
radiazione coerente quando posto in un cavità risonante (un laser) possa,
simultaneamente, anche poter assorbire perfettamente luce coerente che
incide su di esso (assorbitore coerente perfetto o antilaser). Tuttavia, l’e-
sistenza di un tale dispositivo è una semplice e necessaria conseguenza
della simmetria PT del mezzo ottico. Consideriamo, per semplicità, la
propagazione della luce in una struttura ottica unidimensionale, ed indi-
chiamo con x la coordinata spaziale di propagazione e con ε(x) = ε0n2(x)
la constante dielettrica del mezzo spazialmente variabile in una regione di
lunghezza L. La parte reale di ε consente di localizzare la luce nella regio-
ne spaziale limitata di lunghezza L (come ad esempio avviene nel caso di
due specchi altamente riflettenti posti agli estremi della regione), mentre
la parte immaginaria di ε descrive i processi di assorbimento e/o emissio-
ne stimolata di fotoni che avviene nel mezzo materiale. Un’onda di luce
di frequenza (generalmente complessa) ω è descritta da un campo elettri-
co E=E(x,t) che soddisfa l’equazione di Helmholtz

                                                                               (4)
dove c è la velocità della luce nel vuoto. L’equazione di Helmholtz, che è
una conseguenza delle equazioni di Maxwell, è una equazione un po’ più
generale della equazione (2) introdotta nella precedente sezione, ma
anche per essa possiamo introdurre degli operatori di inversione spaziale
(P) e temporale (T ). Supponiamo ora che il dispositivo sia una laser; allo-
ra la frequenza ω è reale e E(x) descrive un’onda che fuoriesce dal mezzo,
come indicato nel pannello di sinistra della Fig. 2. Se ora applichiamo alla
equazione di Helmholtz l’operazione T di inversione temporale, e cioè
consideriamo il complesso coniugato della medesima equazione, le onde
uscenti dal mezzo sono ora entranti e vengono totalmente assorbite da
esso. La inversione temporale genera un nuovo mezzo materiale con
costante dielettrica ε*(x), che rappresenta un assorbitore perfetto coerente
(il flusso di energia rispetto al dispositivo laser è ora invertito): infatti la
coniugazione trasforma un mezzo amplificatore in un mezzo assorbitore;
si veda il pannello di destra della Fig. 2.
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Fig. 2 – Principio di un dispositivo laser/antilaser basato sulle proprietà di simmetria
parità-tempo. Il dispositivo a sinistra è un oscillatore laser che emette onde luminose

uscenti dal mezzo (di lunghezza L). ε(x) è la costante dielettrica del mezzo.
Se la costante dielettrica soddisfa la condizione di simmetria parità-tempo definita

dalla eq. (5), il medesimo mezzo può perfettamente assorbire onde coerenti incidenti
su di esso, ottenute mediante inversione temporale e spaziale delle onde emesse nel caso

del laser (come in un film avvolto all’indietro e visto specularmente).

Un’analisi più completa, basata su un approccio semiclassico
dell’interazione luce-materia, è presentata nella referenza [26]. Se ora il
mezzo ottico è invariante per simmetria PT, e cioè se

ε (–x) = ε*(x)                                                                                          (5)

è chiaro che il medesimo dispositivo che funziona come un laser deve
anche funzionare come un assorbitore coerente perfetto. La condizione
(5) sulla costante dielettrica implica che il mezzo dielettrico debba
avere una distribuzione spazialmente bilanciata di perdite e guadagno
(parte immaginaria della costante dielettrica). Possibili realizzazioni di
sistemi laser/antilaser sono mostrate nella Fig. 3 e sono basate su strut-
ture cosiddette a feedback distribuito, solitamente impiegate nella tec-
nologia dei laser a semiconduttore. Un struttura a feedback distribuito
è sostanzialmente costituita da due mezzi semiconduttori trasparenti
separati da una superficie che presenta una corrugazione periodica
(modulazione) di periodo molto piccolo, dell’ordine della lunghezza
d’onda di oscillazione. Tale corrugazione induce un accoppiamento di
potenza tra le due onde contro-propaganti nel materiale (per un feno-
meno noto come scattering o riflessione di Bragg) e consente così di
intrappolare la luce al suo interno, agendo come uno specchio distribui-
to nello spazio. Per realizzare un dispositivo che possa simultaneamente
operare come laser e come assorbitore coerente perfetto, metà del
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materiale assorbe luce, cioè distrugge fotoni con probabilità P1, mentre
l’altra metà del materiale ne crea per emissione stimolata con una pro-
babilità P2 esattamente uguale a P1 [si veda il pannello (a) della Fig. 3].
Quando il valore di P1 = P2 = P è aumentato fino a raggiungere un valo-
re critico, il sistema emette spontaneamente luce che esce nelle due
direzioni opposte dello spazio (in prevalenza dalla parte dove il mate-
riale amplifica luce), si è cioè al punto di rottura della simmetria PT per
la presenza di una singolarità spettrale o punto eccezionale. Ma se
simultaneamente due onde luminose di opportuna ampiezza e fase rela-
tive incidono da parte opposte sulla struttura, i fotoni di queste onde
vengono totalmente distrutti. Una struttura fotonica simile che può rea-
lizzare la medesima funzionalità è mostrata nel pannello (b) della Fig. 3,
ed è costituita da un microdisco (o microanello) dielettrico nel quale vi
è una corrugazione simultanea dell’indice di rifrazione e delle perdite,
sfasate l’una dall’altra di un quarto di periodo. Va osservato che la pos-
sibilità di poter simultaneamente distruggere completamente luce di
alcune onde incidenti, e creare fotoni per le rispettive onde speculari
uscenti dal mezzo è certamente un fenomeno non intuitivo ma non è
paradossale, ed è appunto una conseguenza della simmetria parità-
tempo e spiegabile in ultima analisi mediante processi di interferenza
delle onde nelle diverse regioni di perdite e guadagno nella struttura.
La dimostrazione sperimentale del primo dispositivo laser-antilaser,
teoricamente previsto nel lavoro [10], è stata recentemente riportata da
un gruppo di ricerca americano usando tecnologia laser a semicondut-
tore e pubblicata sulla prestigiosa rivista Nature Photonics [28].

Fig. 3 – Esempi di strutture a feedback distribuito che realizzano un sistema
laser/antilaser basato sul concetto di simmetria parità-tempo.

(a) Struttura a cavità lineare con reticolo di indice di rifrazione e con due regioni
bilanciate di guadagno (zona verde) e perdite (zona rossa).

(b) Struttura ad anello (microanello accoppiato ad una guida d’onda di bus).
L’anello presenta questa volta un reticolo di indice e di perdite.
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4.  INVISIBILITÀ UNIDIREZIONALE IN METAMATERIALI                        
    CON SIMMETRIA PARITÀ-TEMPO

Un’altra interessante applicazione, ispirata dai concetti di parità-
tempo, è la possibilità di realizzare metamateriali ‘attivi’, cioè che
richiedono inversione di popolazione, che appaiono invisibili in funzio-
ne della direzione di provenienza della luce [29-31]. Una struttura che
può diventare totalmente invisibile quando la luce la attraversa da un
lato, mentre può rimanere visibile quando viene illuminata dall’altro, si
basa sul fenomeno fisico della rottura di simmetria nel fenomeno dello
scattering di Bragg che avviene quando la luce attraversa un mezzo
periodico, come un cristallo. Nei cristalli naturali lo scattering di Bragg
avviene in egual misura per la luce che si propaga in direzioni opposte.
Ma se il cristallo è sintetizzato artificialmente in modo da descrivere un
cristallo ‘complesso’ con simmetria parità-tempo del suo indice di rifra-
zione, al punto della rottura della simmetria PT lo scattering di Bragg è
completamente assente quando la luce incide in una direzione del cri-
stallo, ma non in quella opposta [21, 24]; si veda la Fig. 4.

Fig. 4 – Principio dell’invisibilità unidirezionale in un metamateriale attivo con
simmetria parità-tempo. Il metamateriale, mostrato schematicamente nel pannello (a)

della figura, è costituito da un cristallo sintetico (meta-cristallo) che mostra una modula-
zione periodica dell’indice di rifrazione complesso. Quando le parti reale ed immaginarie
dell’indice di rifrazione hanno la stessa ampiezze e sono sfasate di un quarto di periodo,

il meta-cristallo è al punto della rottura della simmetria PT e risulta invisibile per
un’onda che si propaga in una direzione (da sinistra a destra nella figura), ma non in

quella opposta. Per tale onda il cristallo appare invisibile, e precisamente ad un osservatore
appare come un mezzo omogeneo che non riflette la luce [pannello (b) della figura].

Tale fenomeno è stato sperimentalmente dimostrato recentemen-
te da due gruppi sperimentali usando come sistemi attivi guide dielet-
triche e fibre ottiche attive [12, 13]; si veda la Fig. 5. Metamateriali
capaci di rendere invisibili degli oggetti o, all’opposto, di ottenere una
risoluzione delle immagini molto superiore al normale, sono già stati
concepiti e dimostrati in ottica, ma nelle soluzioni precedentemente
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adottate l’alterazione attenta e specifica della distribuzione spaziale del-
l’indice di rifrazione all’interno del metamateriale era di tipo passivo e
solitamente richiedeva strutture anisotrope e magnetiche [32].

Fig. 5 – (a) Implementazione di un meta-cristallo con simmetria PT basato sulla
propagazione spaziale di luce in una guida dielettrica di Silicio in SOI con reticolo
di indice e di perdite sfasati di un quarto di periodo. (b) Implementazione di un

meta-cristallo con simmetria PT basato sulla propagazione di impulsi ottici luminosi
in anelli accoppiati di fibra ottica. Gli anelli sono disposti in una geometria simmetrica

con alternanza di amplificazione e di perdite in anelli contigui.

Nelle strutture ottiche a simmetria parità-tempo, invece, il meta-
materiale è di tipo ‘attivo’, cioè richiede che l’indice di rifrazione sia
complesso e vi sia una distribuzione bilanciata di perdite e guadagno.
Le proprietà di invisibilità dei matemateriali attivi possono essere
superiori di quelli dei soli metamateriali passivi [33], e questo apre
quindi possibilità nuove di applicazioni all’imaging ottico. Inoltre, in
tali mezzi è possibile introdurre forme parziali di invisibilità, ad esem-
pio è possibile sintetizzare materiali sintetici che mostrano una invisi-
bilità unidirezionale per metà dei colori della luce (ad esempio per lun-
ghezze d’onda lunghe fino al rosso), ma non per l’altra metà (dal rosso
alle lunghezze d’onda più corte) [34]. Una applicazione interessante
della invisibilità unidirezionale, basata alla rottura di simmetria PT ad
un punto eccezionale, è quella della generazione di luce strutturata,
che trasporta momento angolare orbitale, direttamente da un microla-
ser ad anello [35]. Tale tipo di luce, che trova importanti applicazioni
ad esempio nella codifica e trasmissione di informazione ad altissimo
bit rate, è costituita da fasci di luce vorticosi (vedi la Fig. 6), in cui cioè
la parte centrale del fascio di luce è buio (zero di campo) mentre la fase
del campo varia di un multiplo intero di 2π (carica topologica del vor-
tice) quando si percorre un cammino chiuso attorno al vortice. Luce
vorticosa generata su scala micrometrica direttamente da un microla-
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ser ad anello richiede di poter forzare l’oscillazione laser nell’anello in
una sola direzione (oraria o antioraria), per evitare che la vorticità del
fascio emesso dall’anello vari stocasticamente seguendo le fluttuazioni
aleatorie della oscillazione oraria-antioraria del laser innescata da pro-
cessi non-lineari e di competizione modale nel microanello. Tale unidi-
rezionalità richiede solitamente l’utilizzo di un isolatore ottico (diodo
ottico) basato su effetti magneto-ottici, che sono tuttavia impraticabili
su scale spaziali piccole (dell’ordine di qualche micrometro). L’uso di
un reticolo combinato di indice e di perdite lungo il microanello, inge-
gnerizzato in modo da operare al punto della rottura della simmetria
PT, consente di stabilizzare l’oscillazione unidirezionale del laser,
senza l’utilizzo di un isolatore ottico di tipo magnetico (rotatorie di
Faraday).

Fig. 6 – (a) Schema della generazione di luce strutturata (luce vorticosa che trasporta
momento angolare orbitale) da un laser a microanello in cui l’oscillazione unidirezionale
(oraria o antioraria) è ottenuta mediante l’uso di un cristallo PT simmetrico al punto di
rottura della simmetria (punto eccezionale). (b) Microalaser in tecnologia semiconduttore

InP/InGaAsP che ha recentemente consentito la dimostrazione sperimentale della
generazione di luce strutturata direttamente da un microanello del diametro di soli 9 μm.

Come osservazione conclusiva, si deve menzionare che il proble-
ma dell’invisibilità in mezzi attivi, qui illustrato con riferimento ai con-
cetti di simmetria parità-tempo, può essere anche esteso a famiglie di
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sistemi ottici più generali che non godono di tale simmetria. Per esem-
pio, utilizzando i concetti di supersimmetria noti nella meccanica quan-
tistica, è possibile sintetizzare dei difetti invisibili in un cristallo, difetti
che cioè non alterano le proprietà di propagazione dell’onda nel cristal-
lo [36]. Questo risultato è piuttosto interessante e desueto, perché
difetti reticolari solitamente producono scattering dell’onda.
Recentemente, sono state anche scoperte ed investigate alcune pro-
prietà interessanti, fra cui la possibilità di ottenere invisibilità unidire-
zionale o bidirezionale, in mezzi ottici nei quali le distribuzioni spaziali
delle parti reali ed immaginarie dell’indice di rifrazione soddisfano
certe relazioni speciali, le cosiddette relazioni di Kramers-Kronig [37-
40] note anche in matematica come trasformazioni di Hilbert. Queste
relazioni, che sono ben note in ottica ed esprimono il principio di cau-
salità nella risposata di ogni mezzo materiale esistente in natura, garan-
tiscono l’assenza di onde riflesse quando il mezzo è illuminato da un
lato, indipendentemente dall’angolo di incidenza della luce, ma solita-
mente non dal lato opposto.

5.  CONCLUSIONI

In questa breve Nota si è discusso in maniera introduttiva e sem-
plificata dei principi teorici e delle applicazioni dei concetti di simme-
tria parità-tempo in ottica, con particolare riguardo alla sintesi di
materiali artificiali (metamateriali) che promettono interessanti svilup-
pi ed applicazioni nelle tecnologie laser, nella fotonica integrata, nel
sensing e nelle tecniche di imaging ottico. L’ottica dei sistemi con sim-
metria parità-tempo è un settore di ricerca piuttosto recente ma molto
promettente, che ha tratto molte idee e beneficiato di metodi di analisi
sviluppati in meccanica quantistica. Oltre alla simmetria parità-tempo,
altre proprietà di simmetria della meccanica quantistica e della teoria
dei campi possono trovare interessanti applicazioni all’ottica.
Menzioniamo brevemente, a titolo d’esempio, la simmetria di inver-
sione temporale T, che trova applicazioni nella realizzazione di assor-
bitori coerenti anche policromatici [41], le proprietà di supersimme-
tria che possono essere ingegnosamente utilizzate per progettare cir-
cuiti fotonici integrati [42-44], ed altre proprietà di simmetria (come
quella di chiralità) che garantiscono ad esempio l’esistenza di modi di
propagazione di edge della luce insensibili al disordine della struttura
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a causa di una protezione di natura topologica (si tratta cioè di strut-
ture fotoniche con proprietà simili ai cosiddetti isolanti topologici stu-
diati nella Fisica dello stato solido). Con le teorie di supersimmetria è
possibile costruire, per esempio, intersezioni trasparenti di guide die-
lettriche, cioè incroci di guide le quali non interferiscono le une con le
altre ed i fotoni si propagano indipendentemente in esse (si veda la
Fig. 7). Visto l’elevato interesse che tali tematiche hanno suscitato
nella comunità scientifica internazionale, è prevedibile nei prossimi
anni un rapido sviluppo e una maturazione tecnologica di queste ricer-
che che consentiranno di progettare e realizzare circuiti fotonici inno-
vativi e materiali sintetici di nuova generazione con importanti appli-
cazioni alla fotonica, alle tecnologie ottiche, alla sensoristica ed alle
tecnologie dei laser.

Fig. 7 – Intersezione trasparente di due guide ottiche basato sull’uso della supersimme-
tria della meccanica quantistica. (a) Schema di due guide di luce che si intersecano.

L’intersezione provoca generalmente un disturbo per la luce che si propaga nelle due
guide. Tuttavia, se l’indice di rifrazione delle guide soddisfa a certe proprietà di

supersimmetria, le onde luminose in ciascuna delle due guide attraversano l’intersezione
senza subire riflessioni o senza disturbare il canale dell’altra guida. In sostanza

l’intersezione appare trasparente. La trasparenza indotta da supersimmetria è mostrata
nel pannello (b), in cui sono indicati l’andamento nel tempo di un segnale luminoso

misurato nei punti A e B delle due guide. La trasparenza dell’intersezione si evince dal
fatto che in B non si osserva luce (assenza del cosiddetto segnale di cross-talk) ed in A

il segnale ritardato nel tempo (eco) corrispondente a riflessione di luce alla discontinuità
praticamente assente.
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